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\^ires ascensionem vel depressionem fliudorum in tubis capillaribus 
gubernantes primus acute et accurate enumerauit sagax Clairaut, sed quum 
legem virium ornnino intactam Iiquerit , niliil fructus ad explicationem 
mathematicam phaenomenorum ex illa cnumeratione nasci potuit. At- , 
tractio vulgaris quadrato distantiae reciprocc proportionalis, quae omnes 
motus coelcstes tara felici successu explicat, nullius vsus est nec in phae- 
nomenis capillaribus, nec in phaenomcnis adhacsionis ct cohaesionis ex- 
plicandis; calculus enim recte institutus facile docet, ad normam illius te- 
gis attractionem cuiusuis corporis, quocum experimenta instituere h'cet, 
i. c. cuius moles respectu totius terrae pro nihilo haberi potcst, in punctum 
vbicunque vel adeo in contactu posilum, euancsccre rcspcctu grauitatis *). 
Itecle hinc concluditur, illam attractionis legem in dislantiis minimis na- 
lurae haud amplius consenlaneam esse, scd modificationem quandam 
postulare, siue quod eodem redit, corporum particulas practer illam vim 
attracliuam exercere aliam in distantiis minimis tantum conspicuam. Phae— 
noraena omnia conspirant ad arguendum, hancce altcram vis attractiuae 
partem {attractionem molecularem) , in distantiis vel minimis quas men- 

*) Conslat, maximam atlractionem, quam massa hoinogenea data in punctara 
datum secnndum illam legem exercere potest, esae ad attractionera, qaam 
eadem tnassa in figuram spbaericam redacta exercet in punctum in super- 

ficie positom, vt 3 «d V^25: poslerior Tero attractio cum granitate facile 
comparatur. 
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surare licet insensibilem esse, dum in distantiis insensibilibus partem pric— 
rem (quadrato distantiae reciproce proportionalem) longe superare possiL 

111. Laplace ab hac vnica supposilione circa indolem virium molecu- 
larium proficiscens, ceteroqui autcm lcgem diminutiohis pro distantiis 
cresccntibus prorsus indeterminatam linquens, primus effectum earum in 
figuram superficiei fluidorum calculo accurato subiecit, et, stabilita ae- 
quatione generali pro figura aequilibrii, non modo phaenomena capillaria 
proprie sic dicta, sed multa alia his aifinia inde explicare conatus est. 
Hae inuestigationes, pcr mirum cum experimcntis accuratis consensum 
vbique confirmatae, inter pulcherrima philosopluae naturalis incrementa, 
quae illi magno geometrae debemus, refercndae, obiectiones autem a qui- 
busdam auctoribus contra illas directae ad maximam partem vel leuis vel 
nullius momenti sunt *). 

In calculis ill. Laplacc vtique occurrunt quaedam stricto argumen- 
tandi modo haud prorsus conscntnnea. In commentationc priori, thdorie 
de Vaction copillaire, dcnotata pcr <bf intcnsitate attractionis in distan- 
tia /, integralc f<pf. dj ab f = x vsque ad f = oo cxtensiun statui- 
tur = Tlx; dein integrale fTlf.fdf ab f = * vsque ad / = oo exten- 
sum , = "tyx; denique valores integralium 2 tf f¥ f • d/, 2 ir f*¥ J .fd f 
ab f = 0 vsque ad f = oo cxtcnsorum statuuntur resp. — K t et — II, 
denotante it semicircumferentiam circuli pro radio = ±. Indoles functio- 
nis (pf prorsus intacta linquitur, dummodo inscnsibilis sit pro omnibus 
valoribus sensibilibus ipsius f. At ex hac aola suppositione neutiquam 
sequeretur, etiam II/, ^f pro valoribus sensibilibus ipsius / necessario 
insensibilcs fieri, ncque maiori iure, valores integralium 2iffWf. df t 
2irfWJ.fdJ ab / = 0 vsque ad valorcm sensibilem Jinilum ipsius / 
extensorum inscnsibiliter diflerre a K, II, vli in commcntationc illa le- 
gitur; infiuite multas enim formas functionis <pj imaginari liceret, suppo- 

*) Ita iudicandum de plerisque obloquuUonibus in ephemeridibus Ticinensibus 
(Giornale di fisica etc. T. 9) prolalb, quibus scite respondit dar. Tetit iu 
Anuales de cbimie et de physique T. 4. 
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sitioni fundamentali satisfacicntcs , pro quibus hae conclusiones erroneae 
foreat Quinadeo, si <f)J attraotionem oomplctaxn exprimere supponitur, 

a 

reuera ctiam continebit partem formae -j-, a qua attractio vulgaris pen- 

/ J 

det; aed etiam&i hic terminus pro insensibili habendus sit, dum dimensio- 
nes corporum attrahentium , quales in experiraentis occurrere possunt, in— 
sensibiles sunl prae tota terra, tamen iam secunda integratio, si in infi- 
nitum extenderetur, inferret functioni ^P/ termmum infinitum. 

At si his lusque similibus quaedam leuis incuriae speciea subesse vi- 
detur, certe ad formam disserendi potius quam ad rem ipsam attinet 
Apparet enim cx dissertatione secunda, SuppUtnent d la tfoorie de 
Vaction capiUaire, ill. Laplace per <$ f non attractionem completam , sed 
parlem eam tantum quac attractioni yulgari accedit, tacite subintcllexisse; 
posteriorem autem nullam experimentis nostris modificationem sensibilem 
afierre posse, facile elacet Quinadeo addigitat, ae functionem ^>/ad in- 

atar exponentjalis considerare, denotante * quantitaiem permagnam, 

i 

aut potius — lincam perparuam. Sed ne opus quidem est, generalitatem 

tantopere Iimitare, quum is, qui rem potius quam yerba intuetur, facil- 
lime videat, sufilcere, si integrationes illae non in infinitum, sed tantuni- 
modo vsque ad distantiam sensibilem arbitrariam, aut si mauis ad distan- 
tiam finitam dimensionibus in experimentis occurrentibus maiorem ex- 
tendantur. , . 

Alio vcro dcfectu laborat ista theoria longe grauiori, et quem quan- 
tum scimus eius cauillatores ne animaduerterunt quidem. Duabus illa 
partibus constat Altera stabilit aequationem generalem pro fluidi superfi- 
cie libera inter difierentialia partialia coordinatarum : pcndet haec aequatio 
a vi attractiua moleculari, quam fluidi particulae in se mutuo exercent, 
atque haec quidem theoriae pars ita absoluta est, vt nihil essentiale desi- 
derandiun restet Sed talis aequatio inter diflerentialia partialia (cuius 
integratio, si in analysis potestate esset, functiones arbitrarias adduceret) 

1 * 
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non suflicit ad figuram superficici ex asse deternunandam , quod fieri ne- 
quit, nisi conditio noua accedat indolem figurae in limitibus definiens. 
Talem conditionem sistit pars allera theoriae, eam scibcet, vt angulus plani 
superficiem fluidi libcram in confiniis vasis tangcatis (siue exactius, in Ii- 
mite vis scnsibilis attractiuac parietis vasis) cum plano parietem vasis ibi- 
dem tangcnte constans sit, puta per relationem intex intensitatcs virium 
molecularium vasis et fluidi detenninatus , siquidem continuitas figurae va- 
sis apud confinia supcrficici liberae fluidi non interrumpitur. At hancce 
propositioncm cardinalcm totius tbeoriae per calculum demonstrare ne 
suscepit quidcm ilL Laplace; quac cnim tn dissertatione priori p. 5 buc 
spcctantia aflferuntur, argumentationem vagam tantummodo exliibent et 
quod demonstrandum crat iam supponunt : calculi autem p. 44 sq. suscepli 
effectu carenL In altera quidem disserlatione ascensus fluidi in tubis ca- 
pillaribus per methodum aliam tractatur, cuius summa cum mcthodo priori 
tollata formulam (veram vtique) suppeditat pro angulo illo inter plana 
tangentia. Scd notare oportct, proprie liic iam supponi quod angulus sit 
constans, praetereaque methodum, pcr se parum satisfacicnlem , restringi 
ad casum maxirae specialcm, vbi vas prismaticum est, pariclesque verti- 
cales. Iiis perpensis fateri oportet , theoriam ab ilL Laplace propositam 
etiamnum cssentialiter mancam et incompletam esse. 

Rcsumemus ilaque ab integro theoriam figurac acquilibrii fluidorum 
sub aclionc grauitatis et virium molecularium propriarum et vasis, in 
quo negotio raethodum prorsus diucrsam e primis dynamicae principiis 
petitam sequcmur, maximamque generalitatcm stalim ab initio amplccte- 
mur. Hacc disquisitio perducet ad insigne theorcma nouum, thcoriam 
completam in vnicam formulam simplicissimam contrahcns, c quo vtra- 
que pars thcoriae ill. Laplace sponte demanabit 
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1. 

A.<* stabiliendam aequationem aequilibrii systematis punctorum phy- 
sicorum quotcunquc, quorum motus conditionibus qualibuscunque adstrin- 
guntur, maxime idoneum est principium motuum virtualium, quod sic 
enunciamus. 

Constet systcma e punctis physicis m, m, m" etc, in quibus lnas- 
sae per easdcm literas denotandae concentratae concipiantur. Sit P vna 
e viribus accelcratricibus in punctum m agentibus, et dum systeuiati mo- 
tus qualiscunque infinite paruus cum condilionibus systematis sociabilis 
(motus virtualis) tribui fingitur, sit dp motus puncti m in directionem vis 
P proiectus, i. e. per cosinum anguli quem facit cum directione vis P 
multiplicatus; denique sit ^Pdp aggregatum omnium similium producto- 
rum respectu omnium virium punctum m sollicitantium. Ferinde reprae- 
sentet P 1 indefinite vires punctum m sollicitantes , alque dp' motus puncti 
m ad singularum directiones proiectos, similiterque de reliquia punclis. 
Quibus ita intellectis , conditio aequilibrii systematis consistit in eo, vt 
aggregatum. 

mSPd/7 + mEPdp + m"2P"d/)" 4- etc. 
pro quocunque motu virtuah* fiat = 0, vti principium motuum virtualiuni 
vuhjo oxprimitur, vel accuratius, in eo, vt illad aggrcgatum pro nullo 
motu virtuali adipisci possit valorem positiuum. 

2. 

Vires hic considerandae ad tria capita reducuntur. 
L Grauitas, cuius intensitatem pro singulis punctis eandem, direotio— 
nes paralielas supponere hcet: illam denotabimus per g. 



y u,i.w, «|»»«« puncta m, ///, m" etc. a se mntuo expe- 

t .,, ., a,. tiunU functioni dislantiae proportionalis siue pro- 

tl „„ , . iuarltMttia pcr characteristicam / dcnotandae in massam in 
k , .«Mi .»!»• •«•« < t»n*!cnlrotam acqualis supponitur. 

(II N i"'» «piihus puncta //i, ///, ///' etc. ad puncta quotcunque fixa 
mHimIh»mI<" i'ro liis viribus simili modo characteristica F distanliae prae- 
»mJ« vtrntur, et pcr M y M' t Jtf ctc. tum puncta fixa, tum massas 
H>ut*} in ip*i* concentratae supponuntur, designabimus. 

Quodsi iam distanliam inter bina pum-ta m, m per hoc signum de- 
ru/Umus (m, »/), et pcrinde per (///, J/) distantiam inter puncta m, 3/ 
etc, nec non per s, z, z" ctc. altitudines punctorum m, m', m" etc su- 
pra planum horiaontale arbitrarium //, has partcs coinplexus "EPdp 



— gdz 

— tnf (m,m') d {m 1 m)-—m m f(m 1 m m yd(m, m")^m*f(m, m*) d(m, m'") etc. 

— jtf F(m,M) d(m, M)—M'F(m,M') d (m, ,W) — M" F(m,M*)d(m,M*) etc. 
Tbi diftcrentialia d(m, m'), d(m, m") etc. sunt partialia, vtpote ad solum 
motum virtualem puncti m rclatae. 

Jam introducamus loco functtonis f eam, per cuius difTcrentiationem 
oritur , puta statuatur — /x . d x := d <p x , siue f fx . d x = — <p x. Constans 
integrationis ad lubitum eligi potcst; si placet (et si res fert), ita determi- 
netur vt fiat <p oo =0, in quo casu $t cxhibebit integrale ffx.dx ab 
x = t vsque ad x = oo extensum. Prorsus sitnili modo loco functionis 
F introducatur alia d> talis vt habeatur — Fx.dx = d*x. Ita com- 
plexus fit = 

— gdz 

-f- m'd^(m, ///) + ///'d$(m, m") + m'"d^(m, m") + etc. 

+ ^/d<J>(m, */) + jP/'d$(m, JRf) + jW"d <&(//», + etc. 
vbi notandutn, ditlcrcnliulia iu linea secunda csse partialia ad solum mo- 
tum puncti m rclata. 

At manifesto quoduis harum diffcrcntialiuin partialium Iiabet supplc- 
mentum suum in alio complcxu. Ila tum complexus mS-Pd// tum com- 
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plexus m^SuPdp continet diflerentiale parttale mm'd<p(m,m), sed quod 
in priori referlur ad soltira motum ipsius m t in posteriori ad Solum mo- 
tum ipsius m. Hiuo patet , aggrcgatura in art. 1 prolatum reuera esse 
difterentiale complotutn» et quidem s d£2j »i statuatur Q, = 
— gmt — gmc — g m"z" — etc. 

+ mm<p (tn, m) + mm"<p(m t m") + m m"<p(m t m") + etc. 

+ m'm"<p(m' t m") + m' m"'<p(m' t m"') + etc. 

+ m"in"<p{m\m m ) + etc. 

+ etc. 

+ m M<b (m, M) + m M' <t> (m, Jtf') + m M"<t> (m, itf") + etc. 
+ m'M<t>(m' t M) + m'M'd)(m' t M') + m M" <t> (m t M") + etc. 
+ m"M<t>(m" t M) + m"M' <t>(m" t M') + m"M" Q(m"Jl") •+ etc 
+ etc. 

Conditio aequilibrii itaque in eo consistit, vt valor functionis £2 per nul- 
lum motum virtualem accipere possit incrementum positiuum, siue quod 
idem est, vt Q, ait mdximum. 

Functionem £2 etiam sequenti modo exhibere licet: 
Cl = 2 m{ — gz + j m' <p (m t m') + f m"<p (m, m") + \ m"<p (m, m'") + etc. 

+ M<S> (m, M) + M f (J>(m t M f ) + JHfd) (m,JIT) + etc} 
vbi characterislica 2 repraesentat aggrcgatum expressionis adscriptae cum 
omnibus in quas transit, dum deinceps m cum m' t m" t m" etc per- 
mutatur. 

3. 

Si loco pnnctorum discretorum M t M\ M" etc. assumimus corpus 
continuum explens spatium S demilate vniformi = C t aggregatum 

MQ(m t M) + M'<t>(m t M') + M"Q>(m t M") + etc. 
transibit in integrale CfdS.Q>(m,dS) per totum spatium S extendenduiu, 
denotando secundum analogiam pcr (m t dS) distantiam puncti m a quo- 
vis spatii S elemento dS. 

At ai insuper loco punctorum discretorum m, m , m" etc. corpus 
oontinuum, spatium « densitate vniformi = c cxplens, considerandum cst, 
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computus ipsius £1 integrationem dupliccm requiret, atque ita perficiendus 
erit, vt prirao pro puncto indefinito p eruatur valor ezpressionis 

+ icfds.gxjjt.ds) + c/ds.QfadS) 

vbi z esl altitudo puncti p supra planum //, atque integrale primura per 
totum spatiuin s, secundum per totum spatium S extendendum est. Qui 
valor, a solo loco puncli pendcns, si per denotatur, erit 

Q, = cfds. [da], 
integratione per totum spatium s extensa. 

Breuius hoc ita expriinitur: 

a = —gcfzds + \ccffds.ds'.<p{ds t ds) 
+ cC/yd*.dS.<D(d*,dS) 
vbi «, s -proprie denotant vnum idcmquc spatium (a corpore mobili ex- 
pleluro), sed bis in elementa sua pro duplici integratione resoluendum. 

4- 

Corporum flitidorum indoles characteristica consistit in perfecta mo- 
bilitate vel rainiraarum partium, ita vt figuram quamlibet induere possint, 
el vel mioimae potentiac, figuram mutare nitenti, cedant. In fluidis in- 
expansibilibus (liquidis), quibus nostra disquisitio dicata est, voluraen cu- 
iusuis particulae constans manerc debet pro omnibus figurac mutationibus. 
Considcrando itaque corpus fluidum, cuius motus per corpus immobik 
solidura (vas) limitatur, et in cuius particulas praeter grauitatem agere 
supponimus tum attractionem partium mutuaro, tum altraclionem partium 
vasis, status aequilibrii poscet, vt valor ipsius £2 sit maximum, i. e. %t 
nulla transpositio infinite parua partium fluidi ipsi £2 incremcntum posi- 
tiuuin inducere possi». Quapropler quum manifesto valor ipsius £2 ea- 
tcnus tanluni mutari possit, qualcnus figura spatii, quod totum fluidum 
iraplct, mulatur (ncque vcro per solum motum fluidi inlcrnum), acquili- 
brium adcrit , quoties £2 pro nulla illius figurae mutalione infinite parua 
cum figura >asis conciiiabili , manente volumine constante, augraentum 
capere potcst. Sponte hinc sequitur, si figura omnino nullam mutationem 
assumere possit (vase fluidum- vndique cingente et tangente), vires illas in 
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fiuidam agentes motum interaum fluidi producere non posse, sed sibi 
aetjuilibrium facere. 



Progredimur ad accuratiorem inuestigationem expressionis £2, quae 
ta mquam fundamentum theoriae aequilibrii fluidorum considerari debet. 
Incipiendo a termino primo, sponte patet, fzds exbibere productum e 
▼olumine spatii « in altitudinem centri grauitatis cius supra planum H, 
«deoque cfzda productum massae, gcfzda productnm ponderis fluidi 
»n eandem altitudinem. Quodsi itaque partes fluidi praeter grauitatem 
•1« vi non essent obnoxke, altitudo centri grauitatis in statu aequilibrii 
esso deberet quam minima, vnde facile colligitur, supcrficiei partem libe- 
rarn > aeu partes liberas, in vno eodemque plano horizontali esse debere, 
flui4u m superne hmitante. 



Euolutio tcrmini secundi et tertii refertur ad duos casus particulares 
problematis gencralis, vbi, propositis duobus spaliis quibuscunque, sin- 
* U a e ^ e oJenta primi spatii cum singulis elementis secundi combinari, et 
hirnfa Cta ° terni * factoribus, puta e volumino clementi spatu primi, vo- 
sutnfn a e * e,nen '* s P a UJ 8ecundi, et functione data distantiae mutuae, in 
»m&o 03 c °Uigi debent Terminus secundus refertur ad casum eum, vbi 
extr* aj* 39 *** ideatica. sunt, tertius ad eum, vbi alterum spatium totum est 
r ^ ve/ » lt/ti: f>roblema completum duos alios casus complectitur , scilicet 
Com Uuu er &m spatium est pars alterius, vel alterum cum altero partcm 
^ostriitfj habct- Quamquam vero tum duo priores casus ad institutum 

^«e p^^QiceirG , tum duo reliqui ad illos facile reduci possent, tamcn 
<?xrit , problema per se satis insigne generalitate completa 



^* 9 * cj^ &*tisL ±n hac disquisitione generali per «, «S, functionem 

^U^^^+ct&x-M. sticam 0 denotabimus, ita vt in applicationc ad termi- 
***n I«=»^=-o ipsius S ipsum spatium «, in applicatione ad termi- 
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num tertiura loco funclionis <p ipsam (& subslituere oporteat A^itur ita- 
quc de intcgrali 

ffds.dS.(p(ds, dS) 
quod speciem quidcm prae sc fert integrationis duplicis, sed reuera, quum 
vtriusque spatii elemcnta a ternis variabilibus pendeant, integrationem 
sextupliccm iinplicat, quam iam ad intcgrationem quadruplicem reducere 
docebimus. 

7. 

Initium facimus ab euolutione integralis fds.<p(n, ds) per omnes 
partes spatii s extendendi, dcnotante p punctum dctcrminatum vel extra 
vel intra spatium s situm. Concipiatur supcrficies sphaerica radio — 1 
circa centrum p descripta , atque in elemcnta infinite parua diuisa ; sit d fl 
tale clementum, sccetquc rccta a fj. versus punctum huius elementi ducta 
superficiem spatii s deinccps in punctis p\ p", p'" ete. , quorum multitudo 
par erit vel impar, prout p extra vcl intra spatium s iacet; distantias 
ftp', i*p", pp'" ctc. denotabimus per r\ r", r" ctc. Ducantur porro rectae 
a fj. versus singula puncta periphcriac elcmenti dll, quo pacto formabitur 
spatium pyramidale, atquc cxsccabuntur e superficie spalii «, apud puncta 
p\ p", p'" etc. , elementa resp. pcr d /, d r", d f ctc. denotanda. Denique 
sit q angulus inter rcctam p'p atque normalcm in clcmentum dt cxtror- 
sum ductam; et perinde sinl q", q"' etc. inchnationcs similium normalium 
apud puncta p" y p" clc. ad rcctam versus /i ductam. Ita manifesto erit 
r _ df. cos q d f". cos q" d cos q" 

**t* — " / i — ii ~7i — — TTi Tti etC. 

r r r r r r 

valentibus signis superioribus vcl infcrioribus , prout p cst extra vel intra 
spatium s. 

Porro patct, integralc fds.tp^ ds) pro spatii s partibus intra 
spatium illud pyramidale contentis haberi per integrale dTl.f rrtpr.dr 
extensum ab r = r vsque ad r = r", dein ab r = r" vsque ad r = r"" 
etc, si fi jaccat extra spatium *, vel extensum ab r = 0 vsque ad r = r', 
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dein ab r as r" vsque ad r = r" etc. t ai p iaceat intra spatium s.' Quodsi 
itaque statuimus iudcfinite. 

frrtyr.dr — — -v^r , 
constante integrationis ad lubitum accepta, integrale /d«. p^ds), qua- " 
tenus extenditur ad partes spatii a intra spatium illud pyramidale sitas 
erit = dn.(4/r' — ^r" + ^r'" — etc.) 

d^.cosg.-uVr' d<".cosg" -4 / r" d f*. cos </". ^ r" 

r ' r ' ^ ^7 + + etc. 

qiroties /i iacet extra spatium s; sed = dJI.^O — <uVr' + %J/r" — 
•uV" + etc.) 

r'r' ^ /V 5 + /V 15 Ctc " 

quoties iacet intra spatium s. 

Jam si Iiaec summatio per omnes superficiei sphaericae partes colli- 
gitur , integrale fd a . <p (p, d a) completum fit 

in casu pnori = / J—Z__ 

rr 

in casu posteriori = 4if\J/0 + y d/ cos ? '^ r 

rr 

denotando per d/ indefinite omnia elementa superficiei spatii *, atque per 
q, r eorum respectu eadem, quae antea per literas accentuatas respectu 
elementorum determinatorum exprcssa sunt, denique per it semicircumfe— 
rentiam drculi pro radio = 1. 

Ceterum facile perspicitur, si punctum p esset neque extra spatium 
s neque intra, sed in ipsa eius superficie, valere formulam secundam, 
routato iactore 4?r in iit, siquidem superficies in puncto u neque cuspi- 
dem neque aciem offeratj sed ad propositum nostrum haud necessarium 
est, ad hunc casum attendere. 

Per disquiaitionem art. praec. euolutio integralis ffda. dS.$(dt,dS) 
reducitur ad 
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i coso.\L(d/, d$) 

si pcr a denotamus volumen eius spalii, quod vtrique spatio *, S 
mune est, ita vt prior parg 47fa\p0 excidat, si spalia «, S te 
excludunt Restat integrale nouum, specie etiamnum duplex, 
tuplex. Quod vt ad quadruplcx reducamus, considerabimus integrale 
co*q .-J/(fjj dS) 



fdS. 



per omnia elemcnta spatii S extendendum, denotante iterum p 
determinatum , atquc q angulum intcr duas rectas ab hoc punclo profi- 
ciscentes, alteram versus elemcntum dS, alteram fixam. Hoc integrah-, 
spccie simplcx, reucra triplcx, iam ad aliud integrale reuera duplex re- 
ducere docebimus, ct quidem duobus modis prorsus diuersis. 

Planum per punctum fx ilJi rectae fixae normale, pcr II denotandum, 
quatenus per proiectioncm spatii S attingitur, in elementa infinite parua 
dll diuisum esae concipiatur. Pcr punctum talis elementi dll ducatur 
rccta plano II normalis, quae deinceps, i. e. progrediendo in direcuone 
rcctae fixae paralicla, secet superficicm spatii S in punctis i y , P", i y " etc, 
quorum distantiae a punclo p sint resp. i^, Jt" y #" etc. Similes rectae 
per omnia puncta periphcriae eiementi dll» plano ad angulos rcctos, 
ductac, spatium prismaticum formabunt, ct apud puncta i y , P", P"' etc. 
e superficie spatii S elemcnta exsecabunt, quae per d 1 ', d T, d T" etc 
denotarnus. Denique sit % angulus inter duas rectas a puncto P* profi- 
ciscentes, alteram extrorsum elemento d T normalcm, alleram rectae fixse 
parallclam, similcsquc angulos apud puncta P", P"' etc. exprimant cha- 
racteres %\ %' ctc Ita manifesto erit 

dll = — d T. co*x — + dl". cos X " = — d T". co*x" etc. 
Spatium prismaticum in elementa infinite parua dll.dz diuidatur, deno- 
tante z distantiam puncti indefiniti a plano II (positiue acceptam ab ea 
parte, a qua est recta fixa); si itaque eiusdem puncti distantiam a puncto 
ix per r designamus, crit z = r cos q, nec non (quoniam rr — zz con- 
stans est) zdz = rdr, siue dll.dz.cos^ = dfl.dr. Hinc colligitur, 
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integrale nostrum fdS. — - — > cxtensum per eas spatii S par- 

tcs, quae in spatio isto prismatico continentnr, obtineri per integrale 

JII./ dr ,y ^ r , si extcndatur ab r = Jt vsque ad r = 72", dein ab r = 72'" 
rr 

vsqne ad r = 72"" etc. Quodsi itaque indefinite statuimus 

dr.-J/r 

/ — = — £r 

J rr 

oonstante integrationis ad lubitum accepta, integrale nostrum pro partibus 
spatii S intra spatium prismaticum sitis erit 
= dn.(S/f — $R" + SR"' — etc.) 

= — d T. cos X '. £ R! — d 7"'. cos *;" $ 72" — d 7 1 "'. cos x". d 7T — ctc. 
Collectis his summationibus per prismata omnibus elementis dll respon- 
dentia, manifesto omnia elementa superficiei spatii S cxhausta erunt, lia- 
bebimusque completum integrale 

denotante d T indcfinitc quoduis elementum superficiei spatii S f R cius 
distantiam a puncto fjt, atque % angulum inter normalem ad clemcntum 
dT extrorsum directam atque rectam rectae fixae paralielam. 

Iioc itaque modo integrale ffds.dS.$(ds,dS) reductum est ad 
formam 

4*<r^0 — /y*d/.d7\cos X .£(d/,dr) 
vbi manifcsto % indicat inclinationem mutuara elementorum d/, dT, mcn- 
suratam per inclinationem norroalium vtrioque cxtrorsum respectu spatio- 
rum *, S ductarutn, integrationesque per superficies conrpletas vtriusque 
spatii cxtendi debent 

9- 

Sicuti methodus praeccdcns diuisioni spatii S in elementa prismatica 
innixa est, ita methodus secunda a diuisione eiusdem spalii in cleinenta 
pyramidalia petelur. Concipiatur superficies sphacric? radio = l circa 



ccntrum p descripta atque in elementa infinite parua diuisa. Versus 
punctum lalis clemcnti d II ducatur a punclo fx recta, quac superficiem 
spatii S secet dciuccps in punctis P', P", JP"' etc; distantiae Jiorum pun- 
clorum a /x denotcntur per R\ R", R*" etc. Rectae a /x versus omnia 
puncta periphcriae clcmenti dfl ductae formabunt spatiuin pyraroidale, 
et apud puncta /*", / y " etc. e superficie spatii S elementa cxsecabunt, 
quae per d 7", d T\ d T" etc. designamus. Denique sit Q' angulus inter 
rectam F/x atquc normalem in elementum dT extrorsum ductam, et 
pcrindc sint Q", Qf" etc. inclinaliones similium normalium apud puncta 
P" y P m etc. ad rcctam versus fx ductam. Ita erit 

df. cosff dT".cos(?" ^ d? y "cosQ / " 

dn-d= - - - - R"' R"' ctc - 

valentibus signis superioribus vel inferioribus , prout fx est extra vel intra 
spatium S: casus, vbi /ti est in ipsa superficic spatii S f adnumerandus est 
casui priori vel posteriori, prout linea /xP^ extra vel intra spatium S cadit 
Porro patet, pro omnibus partibus spatii S intra illud spatiuin py- 
ramidale sitis anguluin q constantem esse, similique proin modo vt in 
art 7 deducimus, si statuatur indefinite 

- 

y-vf/r.dr — — Qr 
constante integrationis ad lubitum accepta, integrale 

dff.cosg.- yj/fc, dS) 
f ( M ,dSj> 

extcnsum per omnes partes spatii S intra illud spatiuro pyramidale aitas, 
fore in casu priori 

sdT.cosQf.QR' dV.cosQf.BR" d T". cos(/". 0R"' \ 
= cos RtRt + ^ + + etc.j, 

in posteriori vero eidem formulae adiiciendum esse terminum dH.cosq.8o. 

Jam si haec summalio per omnia superficiei sphaericae elementa col- 
ligitur, integrale completum 
dS.cosq .yl/jfjt, dS) 

f ^ dsy 

fiet 
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I. in casu eo, vbi punctum p est extra spatiuui S, 

dT.cosg.coaQ.QR 
~ f ~RR 

denotante d T indefinite omnia elementa superficiei spatii S t atque Q , R 
illorum respectu eadem, quae antea per literas acccntuatas rcspectu ele— 
mentornra deterrainatorum exprcssa sunt, denique q inclinationem rectae 
a puncto & Tersus elemenlum d T uuctae ad rectam nostram fixam. 

II. In casu eo, Tbi punctum cst intra spatium S, adiici debet 
ternunus 

66.fdH.cosq 

Tbi q est inclinatio rectae a /4 versus dH ductae ad rectam fixam, inte- 
gratioque per totam superficiem sphaericam extendi debet. Sed facile 
perspicietur, integrale istud, extcnsum per hemisphaerium id, pro quo q 
acutus est, fieri z=. -\- it , per bemisphaerium altenlm aulem = — it \ 
quapropter intcgrale completum cuanescit, valetquc pro hoc casu secundo 
pure eadem formula, quam pro pruno tra&diinus. Sed aliter se habet res 
in casu tertio 

III. quoties punctum /x est in superficie ipsa spatii S, Sciliqet hic 
quoque adiicicndus est terminus 

^O./dn.cosy 

sed integratione per eas tantummodo superficiei sphaericae partcs extcnsa, 
pro quibus pars initialis rectae a versus dll ductae cadit intra spatium 
S f siue (stquidem superficies spatii S in puncto /x nequc cuspidem neque 
aciem offert) pro qtiibus haec recta facit angulum obtusum cum recta 
supcrficiei spalii S in puncto /jt normali extrorsumque ducta. Superest 
ilaque, vt integrale hoc sensu acceptum eruamus. 

Secent haec normalis atque recta fixa super/iciem sphacricam resp. 
in punctis G, 7/, statuatur arcus GII = l, arcus autem inter G et 
punctuin indefinitum superficiei sphaericae = v\ denique sit w an- 
gulus sphaericus iuler arcus l, v. Ita erit cos q =. cos ir.cos v -f- 



sin Jfc.sin v.cos «», et pro dn accipiendum erit elementum ain v.dv.dw. 
Integrale autem fd II . cos q 

= ff(cos k . cos f -f* sini .sin p.cos w») sin v ,dv .du> 
extendi debct a *v = 0 vsque ad «> = 360 o , atque a v = 90° vaque ad 
= 180°- Hoc pacto integratio prior suppeditat 
/ 2 tt cos /• . cos i/ . sin v . d ? 
ac dcin posterior — tfcosi-. 

Ad propositum nostrum hic casus terlius catcnus tantum in conside- 
rationem venit, quatenus superficies spatiorum *, S partem qiiandam fi- 
nitam communem habenl, in qua si punctuin /1 rcperitur, erit vd k = 0 
vel = 1£0°, adcoque integrale /dll.cosfl vcl = — m vel = + m y prout 
scilicet apud punctum p spatia *, S snnt vel in eadcm plaga vel in plagis 
oppositis respectu plani vtramque superficicm tangenti*. 

Applicando haec ad integralo nostrum primarium ffds. d&.<p(d«,d5), 
huius valor fit 

I. quoties superficies spatiorum *, iS nullam partem finitam comrau- 
nem habent, 

l n 1 r<t JM r.«"g. coi(?.J (d /, d T) 
= 4***0 + // ^jr^ 

II. quoties superficies spatiorum », S partem finitam = / commu- 
nem habcnt, 

— Am>tr / A — t .d T ,COS q ,CO» Q ,6(d t, d T ) 

" - "1*° + ( d#,dgy 

vbi signum superius vel inferius valet, proul spatia «, S sunt ab eadem 
plaga vcl a plagis oppositis respectu superficici communisl 

III. Quoties superficies spatiorum *, S plures partes finitas discretas 
coinmunes Iiabent, sit *\ summa earum, quibus spaiia *, S ab cadem plaga 
adiacent , *J summa earum , quibus haec spatia a plagis oppositis contigua 
sunt, eritque intcgralc nostrum 

1 n.A ~ dt.dT.cosq.co*Q.6(dt, d T) 

= 4*,*o * *c7-r7)*o+// (d/t d2)» — 



Digitized by Google 



— 17 — 

Hdec tertia formula omnes casns complecti censeri potest, Integrale du- 
plex per omnia elementa vtriusqne superficiei extendi debet, denotantque 
q t Q angulos, quos facit recta bina elementa d<, dT iungens cum nor- 
malibus in haec elementa extrorsum ductis, directione illius rectae illinc 
a d* versus dT, hiuc a dT versus d( accepta. 

10- 

Duae transformationes integralis /d«. dS.$(ds,dS) in artt 8 et 9 
euolutac aequali fere concinnitate se commendant, proposito autera nostro 
posterior magis accommodata est. Problema generale vlterius reduci ne- 
quit, nisi ad suppositiones determinatas vcl circa spatia s, S y vel circa 
functionem (p descendamus. Et quum functio <f> origincm trahnt a fun- 
ctione /, disquisitionem vlteriorem iam superstruerous eidem hypothesi, 
a qua ill. Laplace profectus eat, puta vires attractiuas moleculares in 
distantiis insensibilibus tantum sensibiles esse. Cui phrasi quum aliquid 
vagi inhaereat, quamdiu non assignatur vnitas, ante omnia obseruarous, 
vim attractiuam /r, per functionem distantiae r expressam, vt cum 
grauitate g homogenea euadat, antea per massam aliquam multiplicari de- 
bere; iam mens illius suppositionis ea est, vt denotante M massam ali- 
" quam, qualis in experimentis occurrere potest, puta quam respectu totius 
terrae pro nihilo habere bcet, Mfr semper maneat insensibilis respectu 
grauitatis, quamdiu r valorem mensuris nostris sensibilem quantumuis 
paruum habet, dum nihil impediat, quominus valor ipsius Mfr in distan- 
tiis insensibilibus non solum sensibilis fieri, sed adeo, decrescente ipsa r, 
omnes limites superare possit Haud sanc sine admiratione deprehendi- 
mus, quam grauia ex hac sola hypothesi, dum ceteroquin lex functionis 
/r tamquam omnino incognita spectatur, eruere liceat, characterem ma- 
thematicum prorsus peculiarem prae se fercntia: dum scilicet rebus sic 
stantibus praecisionem mathematicam absolutam sibi vindicare nequeunt, 
tamen tantam certissime praecisionem tuentur, vt per nullum experimen- 
tum vlia aberratio a veritatc absoluta reperiri possit; quamprimum enim 
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successisset , talem aberrationem ylli mensurationi subiicere, suppositio 
ipsa cessaret 

11. 

Supponere licebit, functionem fr (et perinde functionera Fr) at- 
tractionem denotare omissa ea parte, quae ipsi rr reciproce proportio- 
nalis phaenomenis astronomicis explicandis inseruit; haec enim pars, quae- 
cunque sit figura fluidi et vasis, in quouis puncto inscnsibilem tantum- 
modo m< Klificationem grauitati aflerre yalet Crescente itaque r a valore 
sensibili in infinitum, Jr non. modo per se insensibilis erit, sed etiam ci- 

tius decrescet quam — . Hinc facile colligitur, etiam integrale ffr.dr a 

rr 

valore quocunque sensibili in infinitum extensum insensibile esse, qua- 
propter constantem inlegrationis ffr.dr = — <pr ita acceptam suppo- 
ncmus, vt habeatur <p oo = 0, «uc vt sit <pr ipse valor integralis ffx.dx 
ab x = r vsque ad x = <x> extcnsua. Hoc pacto 0r pro qualibet distan- 
tiu r denotat quantitatem positiuam, sed insensibilem quamdiu r scnsibili» 
estj contra pro valore inscnsibili ipsius r non solum sensibilis esse, sed 
adeo, continuo decrescente distantia r, omnes liraites superare poterit, 
siue secundum vulgarem loquendi modum nihil obstat, quominua sit ^>0= oc. 

12. 

Inde quod functio (pr pro quouis valore sensibfli ipsius r insensibOis 
est, et crescente r continuo decrescit, statim quidem sequitur, integrale 
frr<pr.dr a valore aliquo sensibili vsque ad alium maiorcm extensum 
etiamnum insensibile manere, dummodo posterior sit intra ambitum ec— 
rum, circa quos experimenta instituere licet: sed neutiquam ex illa pro- 
prietate sola concludere fas esset, integralc insensibile manere, ad quan- 
tumuis magnum interualluin integratio extendatur. Calculi ill. Laplace ita 
quidem pronunciati suot,' vt talera suppositionera inuoluant; at dura na- 
tura functionis £)r incognita est, consultius videtur, ab omnibus supposi- 
tionibus hypotheticis, quibus supersedcre possumus, abstinere. Quum ita- 
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que constans integrationis f rrlpr.dr = — ypr arbitrio rclicta sit, suffi- 

ciat nobis, cam ita electam supponere,' vt fiat >J/r := 0 pro valore aliquo 

sensibili ipsius r arbitrario, sed intra ambitum dimensionum corporum, 

circae quae cxperimenta instituere licet Hoc pacto ypr pro quouis alio 

eiusmodi valore semper insensibibs erit (positiua pro minori, ncgatiua pro 

maiori), sed nilul hinc obstat, quominus pro .valore inscnsibili ipsius r 

sensibilis euadcre possit: addere tamen oportet, phaenomenorum explica- 

tionem postulare, vt decrescente distantia r in infinitum, valor ipsius yf/r 

semper maneat iinitus, siue vt yfrQ sit quantitas finita. Cetcrum manifesto 

oyj/r cypr 

, ^ — est quantitas cum grauitate g homogenea, siue linea, adcoque 

linea determinata (pro natura corporum , ad quorum vires atlracliuas 

8 

functio fr reiertur), cuius magnitudinem ingentem suspicari quidem licet, 
sed quam in casibus determinatis vix approximatiue assignare valemus, 
•altem non absque suppositionibus hypotheiici* *) 

13. 

Prorsus simili modo in hitegratione fypr.dr — — Qr constantem 
ita electam suppnnimus, vt fiat flr = 0 pro volore arbitrario ipsius r in- 
tra ambitum corum, pro quibus experimenta instituere licet, quo pacto 



*) Concessa explicalione phaenomenonnn lacis in systemate emanatioais , re- 
fraclio pendet ab attractione particularum corporis peHucidi in particu- 
las lucis moleculari, ratioque refractionis a valore ipsius yO» i»a quidein 
vt babeatur 

. cvO («« — 
~g~ ~ bn*l 

denotante / longiuidinera penduli per minotuin secuodum vibrantis, k mo- 
tuio lurainis in vacuo intra minotum secundutn, n rationera sinus anguli in- 

cidentiae ad sinom anguli refracti: hoc pacto pro agua lit — — bis millies 

& 

raaior quam distantia inedia solis a terra. 

3 * 



0r insensibilis crit pro quouis eiusmodi Yalore sensibib* ipsius r, etiamsi 
sensibilis euadere possit pro valore insensibili. Manifesto - — exprimit 

aream figurae duarum dimensionum , adeoque j— lineam. Necessario au- 
00 

tem t^j est linea magnitudinis insensibilis, quod ita demonstramus. Quum 

«*J/r inde a r ~ 0 continuo decrescat, et quidem tam cito, vt iam insen- 
sibilis euascrit, quamprimum r valorem scnsibilem acquisiuit, valor ipsius 
r, pro quo fit ypr — |\J/0, insensibilis esse debet: denotetur ille per g. 
Consideremus integrale /(tJ/O — \f/r)dr, quod ab r = 0 vsque ad r = R 
extensum fit =: R-^0 — 00 + QR- Manifesto hoc integrale maius erit, 
quam idem integrale ab r = g vsque ad r = R extensum , atque hoc ite- 
rum maius, quam integrale f{^0 — '4 / g)& r iater eosdem limitcs. Quare 
quum integrale postremum fiat =r (<v|/0 — \f/f) (R — g) = l"4/0.(R — g), 
erit generaliter pro quouis valore ipsius R (maiori quam g) 
R^O — QO + OR >-i^0.(/2 — g) 

0 0 

Jam si R denotare supponitur valorcm fractionis haec relatio sup- 

peditat 

6R > |\£oCR — f) 
quod foret absurdum, si 72 esset quantitas sensibilis. 

Non obstante itaque ingente magnitudine ipsius iJ/O, ninU impedit, 
quominus 00 esse possit quantitas satis modica et cum dimensiombus cor- 
porum experimentis subiectorum comparabilis. 

14. 

Superest vt quae ex hac indole functionis 0 respectu integralis (I) 
d t . d T. co3 g . cos Q . 0 (d /, d T) 

sequuntur perscrutemur. Haec inuestigatio inchoare debet a simpliciori, 
dum in alterutra superficie punctum determinatum p consideramus atque 
integrale (II) 
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d<.cosg.cosQ.fl(/n, dt) 

pcr totam superficiem / extendendum euoluimus. Dcnotpnt hic Q angu- 
lum inter duas rectas a puncto ft proficiscentes , alteram versus eleinen- 
tum df, alteram fixam; q vero angulum inter duas reetas a puncto ele- 
menti dt proficiscenles , alteram versus punctum /i, alterom elemento nor- 
malem extrorsumque directam. ' 

Primo Ioco obseruamus, si punctum p sit in distantia sensibili a su- 
perficie t, valores omnium Q((x, dt) insensibiles fore: in hoc itaque casu 
totum inlegrale (II) insensibile erit Hoc itaque integrale eatenus tantum 
valorem sensibilem acquirere potest, quatenus superficies t offert partes 
in distantia inscnsibili a puncto positas, manifestoque sufficit, inte- 
grale (II) per tales partes extendere, neglectis omnibus quae sunt in 
distantiis sensibilibus. 

d t . cos q 

Porro pro ^ - restituemns 3z dll, denotante dll in superficie 

sphaerica radio = \ circa centrum tt descripta elementum id, in quod 
elementum dt inde a puncto /x visum proiicitur, et valente signo supe- 
riori vel inferiori, prout elementum dt plagam exteriorem yoI interiorem 
puncto p aduertit Hoc pacto integrale (II) ita exhibetur 

f + dll.cosQ.Qfadt) 
patetque, huius integralis valorem eatenus tantum sensibilcm fieri posse, 
quateuus elementa dJl talia, quae ad distantias insenaibiles (jj, dt) referun- 
tur, spatium magnitudinis sensibilis in superficic sphaerica explent 

Hinc facile colligitur, integrale nostrum, generaliter loquendo, etiam 
insensibile manere, quoties punctum p iaceat in ipsa superficie r: patet 
enim, proiectiones omnium elementorum dt a puncto p insensibilitcr re- 
motorum esse in distantia insensibili a circulo maximo, quem format in 
superficie sphaerica planum superficiem t in puncto /j tangens. Excipcre 
oportet tres casus, puta 

1) eum, vbi radii curuaturae superficiei t in puncto p sunt maguitudi- 

nis insensibilis. 
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2) eum, vbi continuitas curuaturae in puncto /ti, vel intra diatantiam 
insensitilem ab eo interrumpitur (Conf. Disquiss. gen. circa super- 
ficies curnas art.3)- 

3) eum, vbi superficies t offert partem aliam a puncto fi insensibiliter 
distantem, puta si apud hoc punctum crassities spatii * eSt insensi- 
bilis. Ceterum hunccc casum ei quem in arL seq. tractabimus 

licet 



15. 

Superest scilicet casus, vbi punctum u non est in supcrficie ipsa /, 
attamen in distantia insensibili ab ea: in hoc casu intcgralc nostrum vtique 
valorem scnsibilem habere potcst, quem iam accuratius examinabimus. 

Secent superficiem spbaericam recta a puncto /u normahter in super- 
ficiem t ducta, atque recta fixa ibindc proficiscens resp. in punctis G, H; 
statuatur arcus G// = t t arcus autcm inter G atque punctum indefinitum 
supcrficiei sphaericae = v; denique sit w angulus sphaericus inter arcus 
/•, v. Hoc pacto pro elemento dn accipere licet productum sinf.dv.du?, 
vnde scribendo breuitatis caussa r pro (p, dt) t integrale (II) fit 

= // = (cosi.cos»/ + sin k.sin v.co*w)$r .sinv.dv .dw 
quam integrationem extendere tantummodo oportet per eas partes super- 
ficiei sphaericae, in quas distantiae insensibiles r proiiciuntur. Rcfcruntur 
hae ad partem insen&ibilem superficiei i, quam si pro plana habvmus, 
distantiamque roinimam (puncto G seu valori v z= 0 respondentem) per p 

n 

denotamus, fit r = , siue a w indepcndens; perfecta itaque integra- 

tione respectu variabilis w, puta a w = 0 vsque ad w = 360° » integrale fit 

2?fcos£.ppdr.dr 

= = /27T0r.cosI.cost\sini>.dt' = = f ^ 

quae integratio extendenda est ab r = p vsque ad valorem sensibilem ar- 

bilrarium quantumuis paruum. Statuendo itaque generaliter 

Jr.dr A , 
2rr/-_-_ = - 6r 
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Q r dr 

accepta constante integrationis ita vt fiat /«—^ — = 0 pro valore arbitra- 

rio sensibili intra ambitum eorum, circa quos experiinenta institucre licct, 
erit integrale (II) , neglectis insensibilibus, 
= =t= itcosk.Q'g 

Si dubium videretur, vtrum fas sit, partera superficiei t intra distan- 
tiom insensibilcm a puncto p positam pro plana habcre, consideremus 
eius loco sphaericam , et quidem sit R distantia centri splfaorae a puncto 
/j positiuo vel negatiue sumenda, prout centrum est in directione versus 
G vel in opposita. Ita erit 

cos u = L( i - -L\ + J_ 

iinv.dv - \±-( 1 *-"|dr 

|rrV 2RJ 2R\ 

vnde fadle colligitur, integrale pro hoc casu non diiferre quantitate seu- 
sibili a valore prius inuento ztz 7f cos £. si modo R sit quantitas scn- 
sibilis. Quaccunque autem sit curuatuva superficici / in ea parte, de qua 
agitur, dummodo radii curuaturae non sint insensibiles, semper duae su- 
pcrficies sphaericae assignari potcrunt, superficiem * in puncto ipsi /i 
proximo tangentcs, intra quas / sitasit, et quarum radii sint magnitudinis 
sensibilis, manifesloque tunc integrale nostruin intra integralia ad illas su- 
perficies relata cadet, et proin absque errore scnsibili per eandem formu- 
lam exprimetur, quae tunc tantummodo exceptionem patitur, vbi super- 
ficies * in distantia insensibili a puncto p vel curuaturam radii insensibilis, 
vel aciem vel cuspidem oflcrt. 

16. 

Quodsi iam ab integratione (II) ad integralc (I) progredimur , nia- 
nifestum est, hoc insensibile fieri, uon solum in eo casu, vbi illa pro 
nullo puncto superficiei T valorem sensibilem produxit, sed in eo quoque, 
vbi complexus clcmentorum superficiei^ T, pro quorum punctis integrale (II) 
sensibilc euaserat , arcam tantummodo insensibilis magnitudinis sistit. Quac 




•i rite perpenduntur, apparebit, integrale (I) eatenns tantum valorem 
aibiletn acquirere posse, quatenus superficies T partem vel partes 
bilis magnitudinis contineat in distanlia inscnsibili a superficie t positas. 
Quales partcs quum a parallelismo cum superficie t sensibiliter deuiare 
nequeant, pro quouis earum puncto cos t non scnsibiliter difieret vel a 
-f- 1 vel a — i, proul plaga superficiei T exterior vel interior superficiei 
t aduertitur. Quodsi itaquc per r, r eas partes superficiei T denotamus, 
quae sunt in distantia insensibili a superficie /, et quidem per r eas, vbi 
plaga exlerior alterius superfioici plagae interiori alterius aducrtitur, per 
r autem eas, vbi plagae homonymae sibi mutuo obuertuntur, denique 
per o distantiam minimam cuiusuis elemcnti dr vel dr' a superficie /, 
integrale nostrum (I) neglcctis insensibiiibus fit 

— — f 7t9'g.dr -f- fit6'$.dr 
Manifesto hio nihil interest, vtrum partes r, r ad superficiem T an a<i 
t referantur. 

Hoc itaque modo iam nacti sumus solutionem completam problema- 
tis , quod in art. 6 nobis proposueramus , pro ea funclionis (D indoie , cui 
tamquam basi disquisitio principalis de figura aequilibrii fluidoTum inniti- 
tur, scilicet habemus 

//d«.d5.^(d«,d«S)=4ir<r%pO— nldO + wT0O — *fdr.6'? + 7r/d T '0'f> 

17. 

Origo functionis 0' ita enunciari potest, vt sit 
fl'r f 29x.dx 
7r 7* 

sumto integrali ab x — r vsque ad valorem constantem sensibilem arbi- 
trarium, quem hic per R denotamus. Manifcsto hoc integrale minus erit 

quam hoc fllHl^l inter eosdem limites, quod est = — — -^k» aieo " 
** rr RR 

$r 

que a potiori minus quam — Quum autem indefinite habeatur 
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if 

*» ** " ** ** ** 

erit 

rr ~~ rr RR xx 

sumto integrali inter eosdcm limites, quod minus erit quam integrale 

_«vj/r.d* , . . yhr . . . $'r . 

I xx — » adeoque etiam minus quam — ; quocirca ralor ipsius — maior 

erit quam 

Q_r QR ^ 

rr RR r 
Cadit itaque d'r inter limites 

5 R 

Qr atque 0r — rr. — — — r\J/r 

quorum difierentia, decrescente r in infinilum, manifesto quauis qnantitate 
assignabili minor euadere potest, quum supponamus esse vel ^O quanti- 
talem finitam. Colligimus hinc, stalui debere Q'o = 00- Patet itaque, 
in formula, ad quam in art praec. peruenimus, terminum — ir^dO tam- 
quam sub termino — •jtfdT'6'g, atquc terminum tt]' 60 lamqnam sub 
terraino itjdr' . 0'o comprebensum considerati posse, si distinctionem, 
quam inter distantiam insensibilem et distantiam nullam fecimus, toUere— 
mus, atque partes'],']' resp. parlibus r, r' adnumeraremus. Sed quam- 
quam hoc modo solutionis elegantia sensu mathematico augeretur, tamen 
ad propositum nostnun praestat, distinctionem illam conseruare. 

18. 

In applicatione disquisitionis praecedentis ad euolutionem termini se- 
cundi expressionis Q, art. 3, spatium secundum inde ab art 6 per S de- 
notatum cum primo identicum estj quae itaque in art 16 erant a, *],*]'* 
hic ernnt «, t, 0> «i / denotat totam superficiem spatii « a fluido impleti. 
Quapropter quoties hoc spatium neque partes sensibilis extensionis sed in- 
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sensibilis crassitiei continet, neque eiuamodi iaterstitia (fissuras), pars «e- 
cunda expressionia £1 fit 

Exceptiones itaque adsunt duac: 

1) Si spatiura s continet partem insensibilis crasaitiei, huius superficies 
duas partee sensibiliter aequales offeret, quarum altcrutra per t' denotata, 
crassitieque spatii apud quoduis elementum d<' indefinite per p, accedet 
expressioni praecedenti terminus 

«ccfVq.dt' 

2) Si spatium a continct cauitatem insensibilis crassitiei, acccdet simi- 
Ks terminus, puta ti cc/0 'q. d/", denotante t" alterulram partem super- 
ficiei t fissurae contiguam, atque q indefinite crassiticm fissurae in quouii 
puncto. 

In enoluiluno termini tertii cxpressionis Q, signum S retinendum erit, 
vt denotet spatium a vase replctum , sed loco characteristicae / cluiracle- 
risticam F ad vim attractiuam molecularatu vasis relatam substituerc opor- 
tebit, et perinde loco funclionum per characteristicas <p, -v//, 0, Q' deno- 
tatarum abas per characteristicas O, W, 0, 0' denotandas adhibcre, quas 
perinde ab F pendere supponimus vt iJlas ab /. Quae in disquisilione 
gcnerali erant <r,T> hic manifcsto erunt 0: pro *] vero hio simpliciter li- 
teram T adoptabimus, vt indicet non superficiem tolam spatii S, sed eam 
partcm, quae fluido contigua est Hoc pacto pars tertia cxpressionis Q, 
fit, generaliter loquendo, 

= itcCTQQ 
exceptis etiam hic duobus casibus, puta 

3) Si apud partem sensibilem 2" superficid T fluidum crassitiem in- 
sensibilem habet, indefinite per q exprimendam, accedet terminus 

— ftcCf&g.dT* 

4) Si superficies vasis praeter partem T fluido contiguam, offert 
aiiam T" in distantia quidein sed insensibUi a fluido positam, accedet, de- 
notante q indefinite hanc distantiam pro quolibet puncto, terminus 

+ itcCf&q.dT" 
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Superfluum foret, exceptioni primae, quatenus sub tertia non continetur, 
nec non secundae vel quartae immorari: etiamsi enim aequilibrium fluidi 
in. casibus quibusdam huc referendis, altamen maxime specialibus, locum 
liabere queat, tale aequilibrium nec stabile neque ezperimcntis accessibile 
esse posset Gontra casus exceptus primus , quatenus sub tertio continetur, 
rtique theoriae essentialis est, verumtaraen aliquantisper hic seponetur, vt 
conditiones aequilibrii, quatenus absque cute fluidi insensibili, vasi adhae- 



Dum itaque omnes bas exceptiones seponimus, exprcssio, cuius va- 
lor in statu aequilibrii maximum esse debct, haec erit 

— gcfzd* + _cca^O — iircct$0 + ircCT&O 
et quum in omnibus mutationibus , quas figura fluidi subire potest , 
tium s inuariatum maneat, cxpressio scqucns 

/*ds + *-i°.* - *£22.r 

2g g 
in Statu acquilibrii minimum csse debebit. 



cQq ... 

Jam supra monuimus, exhibere spatium duarum dimensionum, 

8 

idemque dc £02 yalet. Statuendo itaque 
8 

*c$0 _ itC®0 _ pp 

' — CtCt) - — b b 

28 _ 2g 

erunt ct, € tineae constantes a relatione grauitatis ad intensitatem virium, 
quas partes fluidi a se mutuo et a moleculis vasis patiuntur, pendentes; 
et si porro partem liberam superficiei fluidi, i. e. eam quae vasi non est 
contigua, per U denotamus, vt habeatur t = T -f- U, minimum esse 
debet in statu aequitibrii exprcssio scquens, abhinc pcr JV denotanda; 
/rds + (aa — 2Ge)T+ aaU 

19. 

Antcquam quae cx hoc theoremate grauissimo sequuntur generaliter 
et complete euoluamus, operae pretium erit ostendere, quanta facilitate 
phaenomenon principale tuborum capillarium inde demanet 

4 * 
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Considcremus fluidum in aequilibrio in vase bicrurab', ita vt pars 
supcrliciei liberac iluidi sit iu primo cruro, pars alia in secundo: parietes 
vasis in confiniis harum partium verticales supponimus. Sit a area sectio- 
nis horizontalis intcrnae primi cruris (vel exactius proiectionis horizontalis 
superficiei liberae fluidi in primo crure), b eiusdem pcripheria, denique 
ah volumen fluidi in hoc crure, paricle vcrticali deorsum vsque ad pla- 
num, a quo numerantur distantiac z, continuato, siue, quod codcm redit, 
h altitudo media fluidi supra hoc planum : similia dcnotcntur pro secundo 
crnre per literas </. (>', h ' . Si statuin fluidi mutationem infmite paruara 
subirc concipiraus , et quidem talem , vt vtraque superficici liberac pan 
figuram suam seruet, variatio partis primac cxprcssionis rV, puta inte- 
gralis fzds, manifesto erit 

zz ahdh -J- a' U d H 
variatio ipsius T autem 

= bdh + b'dh' 
deniquc pcr hyp. dU zz 0. Hinc colligitur 

d/r = ahdh + a'h'dh' — (2^ — aa) {adh -f- b'dh') 
Porro quum volumen integrum fluidi inuariatum maneat, erit 

adh + a'dh' = 0 
et proin 

dW = dh fa(h — h') — (2^— aa) (b — 

Conditio itaque, vt //' in statu aequihbrii sit minimum, pcrducit ad aequa- 
tionem, phacnomcnon principale tuborum capillarium implicantem 

sb 6'x 

h- h' = ( 2 GS-aa) Q - V) 

sponjeque patet, huic aequationi reuera respondcre valorem minirnwn 

„ r . . . d d JV _ . a a . 

lpsius tr, quum valor ipsius fiat = a -\- i. e.noturasuaposihuus. 

d h % a 

r 

Crus secundum priori largius pronuncialur, si quotiens — est maior 
quam fluidum itaque in crure arctiori magia depressum vel magis 
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eleuatum erit quam in largiori, prout quadratum ££ minus vel maius cst 

quam \ a a ; et si forte haberetur = \aa, altitudo in ytroque crure 

y 

eadcm foret. Si crus secundum tam largum est, vt — negligi possit prae 

a 

— , ent proxunc 
a 

h — K = {2SS— aa) - 

a 

In tubis itaque capillaribus cylindricis fluidi dcpressio vel eleuatio diame- 
tro tubo reciproce proportionalis est Haec omnia tum cum experientia 
tura cum iis, quae ill. Laplace per theoriam stabilire conatus est, con- 
veniuflt. 

Si vas pluribus cruribus verticalibus inter se communicantibus in- 
structum est, designent a", 6", h" pro tertio, a w , b'", h'" pro quarto etc. 
eadem, quae a, 6, h pro primo, eritque ctiam 

=(2SS-aa)(± - 

(2» -««)(!-£) 
Concinnius hae aequationes ita exhibentur: 



ii 



h — (266 — aa) — zzh' — (2££ — «a)^ = A" — (2££ — aa) 

a a a 

firt 

= A"'— (2^— ««) — etc. 

a 

Quum planum horizontale, a quo altitudines numerantnr, arbitrarium 
sit, palet, si illud ita assumatur, vt sit 

h = (2S6 — aa) - 

a 

etium in reliquis cruribus fore 

*' = (2ffff— ««)*', A"=(2ffff— ««)^C, h m =MG—an)Z etc. 

a a a 

Hocce planum , cuius conccptum infra generalius itabiliemus, vocari potest 
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planura horizontale normale (plan do nivcau). Supponendo (ti opus esl) 
parietes verticales singulorutn crurium vsque ad hoc planum productos, 
ah, a ti, a" h" etc. expriment, pro 2££ > cta t quantiUtes fluidi in sin- 
gulis cruribus supra Iioc planum eleuati, vel pro 2ff£ < aa, quanlitatcs 
fluidi infra hoc planum in singulis cruribus deficicntis: hae itaque quanti- 
Utes acquales sunt productis ex area constanLe 2ff£ — aa in circumfe- 
rcntias b, b' t b" t b m eic. 

20. 

Superest iam, vt e theoremate art. i& indolem figurac aequilibrii de- 
terminemus, cuius negotii cardo vcrtitur in euolutione generali variationis, 
quam expressio /if patitur, dum figura spalii a lluido implcli muUUonem 
quamcunque infinite paruam subiL Sed quiim calculus variationum inte- 
gralium duplicium pro casu, vbi etiam limites tamquam variabilcs spectari 
debent, hactenus parum excultus sit, hanc disquisilionem subtilem paullo 
profundius pctere oportet, 

Considerabimus superficiei, quae spatium * a reliquo spatio separat, 
partem t, atque quoduis illius punctum per tres coordinatas x t y t z de- 
terminari supponemus, quarum tertia sit distantia a phino horizonUli ar- 
bitrario. Spectari iUque poterit z tamquam functio indeterminaUrum 
x t y t cuius differentialia partialia secundum xnorem suetum, sed omissis 
vinculis, per 

d z , dz , 

denoUbimus. In quouis superficiei puncto rectam stiperficiei norroalom 
et respeclu spatii s extrorsum direcUm concipimus, cosinusque angulo- 
rum inter hnnc nomialem atque rectas axibus coordinatarum x t y t x pa- 
rallclas pcr jf, g denotamus. Hoc pacto crit 

£$ + m + H = i 

d - _ ^ dz _ tr 
dv ~ ~\ d} ~ J 
Limes superficiei U erit linea in se rediens, quam per P denotamus, et 
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dum motu continuo descripta supponitur, eius elementa dP (perinde vt 
elemcnta supcrficiei d U) semper positiue accipiemus. Cosinus angulorum, 
quos direclio elementi dP fkcit cum axibus coordinatarum x, y, z, per 
X, Y, Z denotamus: ne vero sensus directionis ambiguus roaneat, hanc 
ita decernimus, vt ipsa primo loco, directio normalis in elemcntum dP 
superficicm U tangcntis et huius respectu introrsum ductac secundo loco, 
deuiquc normalis in supcrficiem respectuque spatii * cxtrorsum ducta ter- 
tio loco, constituant systema trium rectarum similitcr dcinceps sitarum, vt 
axes coordinatarum x, y, z. Ita facile perspicietur (cf. Disqniss. geu. 
circa superficies curuas art2), cosinus angulorum inter directionem fllam 
secundam atque axes coordinatarum x, y, z esse resp. 

H°Z - £° Y, i°X— g>Z, £° Y — q°X 
si jf°, g° sint valores ipsarum £, jj, £ pro puncto elementi dP. 

21. 

His ita praeparatis supponamus, superficiem U pati mutationem qua- 
lemcunque infinite paruam. Si sufficcret, tales tantummodo mutationes 
considerare, pro quibus limes P semper inuariatus, vel saltem in eadem 
superficie verticali maneret, manifesto soli coordinatae tertiae z variatio- 
nem inducere oporteret, quo pacto problema longe facilius euaderet; sed 
quum problema maxima generalitate nobis ventilandum sit, in tali inuesti- 
gationis modo consideratio variabiUtatis limitum in ambagcs incommodas 
concinnitatemque turbantes perduceret; quamobrem praestabit, statim ab 
initio omncs tres coordinatas variationi subiicere. Rem itaque sic imagi- 
nabimur, vt cuiuis puncto superficiei, cuius coordinatae sunt x, y, z sub- 
stituamus aliud, cuius coordinatae sint x -f» $x, y -\- $y, z -f- $z, vbi 
& x * &y> spectari possunt tamquam functiones indeterminatae ipsarum 
*> y* *cd quarum valores manent infinite paruae. Inquiramus mmo in 
variationes singulorum elementorum expressioius ff , et quidem initium 
faciamus a variatione ipsius elementi d U. 

Condpiamus elementum superficiei U triangulare d U intcr puncta, 
quorum coordinatae sint 
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s, y, * 

* + dx, y + dy, z + ~.d* + jjj-dy 

* + d '*» y + <y» * + -d'* + -A d > 

d* dy 



Area duplex huius trianguli per principia nota 
si, quod Kcet, supponimus, dx.ify — -d.y.d'* esse quantitatem positiuam. 



In superficie variaU loeo illorum punctorum tria alia habebimus, 
quorum coordinatae erunt 

puncti primi * + jx f y + jy, z + &z 
puncti secundi 

x + dx + jx + ?if .d* + ?*f .d, 

dx dy 

y + i, + ty + + ^y 

, d z dr , , , , dStz . ,d$z , 

1 + dT d * + i7 d/ + J * + + -d7' d ' 

puncti tertii 

, + ff , + J« + ^.a-» + ^.«i' y 

y + d> + iy + d ±.ix + ^.«y 

* + dT dx + d7 d ' +d " + -dT- d ^ + -d7- d ' 

Area duplex trianguli inter haec puncta inuenitur per eandem methodum 

= (dx.d> — d,y.d'*) VN 
si breuitatis caussa per N denotatur aggregatum 
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[0 +£)(*+ £)-£•£]" 

Facta euolutione et reiectis quantitatibus secundi ordinis, inuenitur 
si breuitatis gratia per L denotatur aggregatum 

d$x r ^_ /^ dz Yl — d< ** d£ dz — liz dr If 

d.v |_ vd^/ J dy ' dx' dy dx dxdy 



ddy [ A L /^ ds Vl . d & z dz d ~ 

"J* ~i : • ~T~. 



' d .X L vdary J ^ dx dx ' dj/ dy 
Est itaque ratio trianguli primi ad secundum vt 1 ad 

i 4 — , adeoque independens a iigura trianguli 

d Z7, resultatque 

siue in terminis explicitis 

22. 

Variationem totius superficiei U obtinebimus per integrationem huius 
expressionis per omnia elementa d U extendendam. Ad buno finem duas 
huius integralis partes, puta 

5 
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seorsim tractabimus. 

Concipiatur planum axi coordinatarum y normale, et quidem talc, 
vt valor detcrminatus ipsius y, ei compcteus, sit intra ambitum valorum 
extremorum , quos habct y in superficie U. Hoc planum peripheriam P 
secabit vel in duobus, vcl in quatuor, vel in scx etc. punctis, quorum 
coordinatae primae sint deinccps x°, x' y x" etc.j perinde rehquae quanti- 
tates ad haec puncta pcrtincntcs pcr indices distinguantur. Eodem modo 
sece.ur supcrficies per ahud planum illi infinite propinquum et paralielum, 
cui competat coordinata secunda y -f- dyj inter haec plana reperientur 
clementa peripheriae dP°, dP', dP" etc, perspicieturque facile, haberi 
dy — ~— Y°dP° = + VdP' - — Y"dP" = + Y^dP'" etc. 
Si insuper concipimus infinilc multa plana axi coordinatarum x normalia, 
cuiuis elemento d x intcr x° et x', vel inler x" et x" etc. sito respondcbit 
, , TT dx . dy _ 

elementum d U =: — ^ , vnde patet, eam partem integralis A, quae 

respondet parti superficici inter plana y, y -f- dy sitae, haberi ex in- 

tegratione 

d wd* f*±±Jl <lh in *_± _ t A * z \ 

JJ \ i ' dx g ' dx Q dxj 
extensa ab x = x° vsquc nd x = .t', dein ab x = x" vsque ad x = x'" elc. 

Lndcfinite vero hoc integralc cxhibctur per 



- 4yf ( 



dx . 



dx 

vnde colligitur, prodire pro casu nosf 
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+ ( *>V + ^ ,J_* _ i_JL ., y _ f ^ rdP , 

+ ( "yprr .u - - r */) ***** 

+ etc. 

d *« + li d |* 

-^^•0---^ «r-af - *-5S>. 

siue , quod idem est, 

d « + i i d _ 

vbi tum summatio per omnia elementa dP, tum integralio per omnia 
elementa d U, intra plana y et y + dy «ita, extendenda est 

« 

Tota itaque quantitaa „f exprimetur per 

f Ql_+ii. ix _£g iiy _ iit y riP 

d __+J£ d _ 
_ m V .Q X . __f_ _ h . _i _ . i|) 

vbi integrationem priorem per totam peripheriam P, posteriorem per to- 
tam superficiem U extendere oportet. 



23. 

Per ratiocinia prorsus similia inuenimus B _s 

5 * 
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Statuendo itaque, pro quouis puncto peripheriae P y 

ixfr + rbn + tf)] J* - [*(££ + «) + rgij h + (x^- r££ 
= £Q 

nec non , pro quouis puncto superficici £7, 

V-f 57— i + V<7 ~ -dj— / 

erit tandcm 

\bi intcgratio prima per totam periphcriam P, secunda per totam super- 
fitiem U extendi debet. 

24. 

Formulas pro Q et V modo allatas notabiliter contraliere licct. Et 
quidem , adiumento aequationis X£ + Kjj + Z£ — Q{ Q statim induit 
formam symmetricam sequcntem: 

Q = {Yi - Z,) + (Z£ - X& iy + (X, - VQ iz 
Quo etiam expressio pro V eruta in formam concinniorem reducatur, 
obseruamus, e formulis 

dz £ dz tf 

^ix ~ ~ ~i' d> - "~ 7 

scqui 

!z = !z 

d/ dx 



Dkjitized by Googl 



Hinc fit 

d / ~ r d .r ~ <T d .r + 11 d * 

Porro cx + «f»j + = 1 deducimus 
» d £ , d *f * d ^ rt 

atque hinc 

d i±+i£ d 4 



d* * d* ^ £*d* ^ d* 



d4 



1 ?i 

~ 91 d* <? dx 



Substitutis his valoribus in coefficiente ipsius $x in expressione pro t\ 
ille fit 

Prorsus simili modo cocfliciens ipsius jy in eadem expressione transit in 

«W* + dyy> 
Hoc itaque pacto nanciscimur 

r =( £d* + ^ + ^>(if + ~) 

25. 

Antequam vlterius progrediamur, significationera geometricam ex- 
pressionum erutarum illustrare conuen/et. Ad hunc finem directiones va- 
fiaa hic occurrentcs intuiUoni facihori subiiciemus sequendo eum modurn, 
qUxXn in Disquiss. gcn. circa supcrficics curuas introduximus , puta refe- 
rendo illas ad puncta superficici sphacricae radio = l circa centrum ar- 
bitrarium descriptae. Primo itaquc directiones axium coordinataruia 
x, y, z denotabimus per puncta (l), (2), (3)j dein directionem normalis 



in superficiem et respectu spatii * extrorsum ductae per punctum (4); 
dcnique directionem rectae a quolibet sapcrficiei puncto versus ipsius lo- 
cum variatum ductac, per punctum (5). Varialionem loci ipsam, sea 
quantitatcm V (o*x* + 3y* -f- (J_ 9 ), semper positiue sumendam, breuita- 
tis caussa pcr $e denotabitnus , arcumque inter duo sphacrae puncta, -vt 
e. g. (1) et (5), »iue angulum, qui illum arcum mensurat , ita (l, 5) scri- 
bemus. Erit itaque 

$x = <J«.cos(l,5), 3y = o**.coS(2,5), ix = <f<?.cos(3, 5) 

Haec pro quouis superficiei puncto valent In eius limite, seu peri- 
pheria P, duae aliae directiones accedunt Primo directio elementi dP, 
cui respondeat punctum (6); dein directio rectae huic normalis superficiem 
tangentis eiusque respectu introrsum ductae, cui respondcat punclum (7). 
i*er hypothesin nostram puncta (6), (7)» (4) eodem ordine iacent, vt (1), 
(2), (3); obseruetur praeterea, (4, 6), (4,7), (6, 7), exliibere quadrantes 
seu angulos rcctos. Ita prodeunt aequationes iam supra (art. 20) traditac 
qZ — £r=cos(l,7), £X — £Z = cos(2,7), £ Y— i,X= cos (3, 7) 
formulacque art praec. has formas induunt: 
Q = — <J*.cos(5,7) 

r _*.._,«,»).(« + g) 

Exprimit itaque Q translationem cuiusuis puncti peripheriae P a plano 
hanc tangcnte superficm U normali, in plaga ab hac auersa positiue su- 
mendamj factor ipsius V tutem <?_.cos(4, 5) manifesto indicat translatio- 
nem cuiusuis puncti superficiei U a plano hanc tangente, positiue sumen- 
dam in plaga a spatio s aucrsa. 

Sed etiam factorem alterum ipsius V per significationcm geometri- 
cam explicare licet Habemus enim 

t __ p if _ ? d * 
_ - — S dx> * - — &*dP 

i /^*V . /" d *V 
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Hinc prodit 

+*««g 

d£ ddz dz d£ 

dx *dx* dx*dx 

_ddz ddz _ ddz 

= "fe + ^fe + ^dxTdj; 

ddz ddz 

= ~ C(n + fflj? + ^fed? 

dy~ ~ ^dy* + Wjy. + ^<dx.dy 
_,,._, __ddz „ ddz 

. • d * d *- 

et prmn - + - - 

rddzf /^zxO gddz dz dz ddzT fifVll 

~~* ^ U^L 1 + J"~dx~i^-dx , dy+d iy » L 1 JJ 

cuius expressionis vaiorem constat essc 
- * + A' 

denotantibus iZ, i?' radios curuaturae extremos in puncto de quo agitur, 
et quidem positiue accipiendos, quoties conuexftas superficiei extrorsum 



26. 

Examcn attcntum analysis nostrac inde ab art 22 patefaciet suppo— 
sitionem tacitam illi adhaerentem, scilicct quibusuis valoribus coordinata- 
rum x, y vnicum tantummodo valorem ipsius z respondcre, atque valo- 
rem ipsius £ vbique per totam superficiem U esse positiuum. Nihilomi- 
nus vcritas theoreinatis finalis, ad quod analysis ista perduxit, puta (I) 

iUzz—f3e.cos(S,7).dP + /c^.eos(4, 5) • ^ + d 
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ad hanc suppositionem non restringitur , sed generalitcr valet. Quam ge- 
neralitatcm si statim ab initio amplecti voluissemus, vcl quasdam ambages 
incurrere, vel mcthodum aliquantum diuersam sequi oportuisset: sed ad 
eundem finem etiam pcr cousiderationes scquentes facile peruenire licet 

Analysis nostra manifesto independens est a supposilione, quod axis 
coordinatarum z cst verticalis, quin polius in illa situs axium prorsus ar- 
bitrarius manct, vcritasquc thcoremalis slabilila cst pro onmibus superfi- 
ciebus, pro quibus complexus omnium punctorum (4) vnico hemisphac- 
rio includi potest; sufficit enim, talis hemisphaerii ccntrum (polum) pro (3) 
adoptarc. 

Si vero proponitur superficics huic condilioni non satisfaciens , certc 
iu duas pluresuc partes dispcsci poterit, quae singulac tali conditioni sa— 
tisfaciant. Jam facile perspicietur , si superlicies quaedam in duas partes 
tliuisa fucril, veritalcm thcorematis pro figura tota statim scqui c vcritatc 
pro singulis partibus. Constet enim figura U e partibus U' y U" y sitquc 
P' periplieria figurae U' y atque P" peripheria figurae i "j porro habeant 
P' y P" partcm communem P"' t ita vt P' constet ex P'" et P"" y P" vero 
. cx P'" et P'"", vndc manifeslo peripiieria figurac U integra P constabit 
cx P"" ct P'"". lu cril quidcm 

f$e.cos(5,7)dP' - /<J*.cos(5,7) dP'" + f&e .cos(5, 7) <*P' M 

/^e.cos(5,7)dP"=r/^ e .cos(5,7)dP'" + f$e . cos(5, 7) dP""' 
scd probe notandum , valorcm integralis f$e . cos (5, 7) dP"' y qualcnus est 
pars prioris integralis, exacte oppositum esse valori eiusdem intcgralis, qua— 
tenus est pars posterioris integralis, quum cuiuis puncto lineae P"\ in his 
duobus casibus directionibus opposkis describendae , loca puncti (7) oppo- 
sita adcoquo valores oppositi factoris cos(5,7) respondeant. In additione 
itaque hae partes sese destruunt, fitque 

J S e . cos (5, 7) • d P' + fj e . cos (5, 7) d P " = fj e . cos (5, 7) d P 
vndc, quum habeatur $U = $U' &l " y valor ipsius <J U cum formula" 
allata (I) conspirans sponte dcmanat, dum haec forraula cum valoribus va- 
riationum $U\ $U" quadrare supponitur. 
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Denique obseruamn», veritatem theorematis (I) etiam e consideratio- 
nibus geometricis hauriri potuisse, et quidem facilius quam per methodum 
analyticam, quam tameu hic ideo praetnlimus, vt occasionem, calculo 
variationum, pro integralibus duplicibus limitibus variabilibus inclusis pa- 
rum hactenus cxculto, aliquid lucis effundendi arriperemus, methodum al- 
teram geometricam satis obuiam lectori perito relinquentes. 

27- 

Superest vt variationes euoluamus, quas elementa reliqua expressionis 
JV per variationem figurae spatii s patiuntur, et primo de varialione vo- 
luminis spatii s agemus. 

Resumamus duo triangula in art. 21 considerata, iungamusque bina 
latera rcspondentia per plana, vt oriatur solidum, cuius Joco accipere licet 
prisma basis d U> altitudinis £jx + qiy + £<J* = <f«.cos(4, 5), et 
quidem haec forma dabit ahxtudinem in forma po r ^iua «»u negatiua, prout 
triangulum transpositum et proin totum solidum iacet extra vei intra spa- 
tium a. Hinc habemus (II) 

&s = /clt/.J«.cos(4,5) 
Porro hinc scquitur, variationem integralis fzds esse (m) 

ifzds = /zdt/.<Je.cos(4,5) 
Quod vero attinet ad variationem quantitatis T, aute omnia obserua- 
mus, quum P denotet limitem communem superfidertun T, U, transpo- 
sitiones punctorum peripheriae P satisfacere debere huic conditioni, vt 
loca noua in- superficie spatii S maneant Manifesto itaque per transposi- 
tionem elemcnti dP, superficies T patitur xnutationem ±. dP.<}<?.sin(5,6), 
perspicicturque facile, generaliter loquendo signum positiuum vel nega- 
tiuum a signo, quantitatis cos (4, 5) pendere. Scd concinnius haec variatio 
cxprimilur introduccndo directioncm nouam, quae sit in pldno superficiem 
spatii S tangente, lineae P normalis, Tt respectu spatii s extrorsum ducta. 
Dcnotando per ({$) punctum huic directioni respondens, variatio supcrficiei 
T a Lranspositione elernenti d P oriunda erit dP . Se . cqs(5> 8)> $iue (IV) 

&T = fdP.je.cos(5,Q) 

6 
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vbi signum factoris cos(5, 8) sponte decidet, vtrum mutatio sit incremen- 
tum an decrementum. 

Quum punctum (6) sit polus circuli maximi per puncta (7), (8) 
ducti, punctumque (5) iaccat in circulo maximo per puncta (6), (8) ducto, 
puncta (5), (7)» (8) formabunt triangulum in (8) rectangulum, eritque 
adeo cos (5, 7) = cos (5, 8) . cos (7, 8) : arcus (7, 8) autem est mensura anguli 
inter duo plana supcrficies spatiorum *, S in eorum intersectione P tan- 
gentia, et quidem inter eas horum planorum plagas, quae spatium vacuuni 
includunt. Hunc angulum per i denotabimus, vnde 180° — ' erit angu- 
lus inter planorum plagas eas, quae spatium s continent, formulaque 
nostra (V), cos(5,7) = cos(5,8).cos i. 

28. 

E combinatione formularum I....IV prodit variatio expressionis f TV y 

J^ = /dD\J#.cos(4,5):[* + *«(^ + J?)] 

— /dP.o*c.cos(5, 8).(a«e cos i — aa + 
vbi integrale prius extendi debet per omnia elementa d U parti» liberao 
superiiciei spatii s, vel parlium liberarum (si forte plures separatae adsint), 
integrale posterius autem per omnia clcmenta dP lineae vel iinearum, 
quae illam partem liberam, vel illas partes liberas a reliquis spatio S con- 
tiguis separanL 

Jam quum in statu aequilibrii valor ipsius TV debeat esse minimum, 
adeoque admittere nequeat mutationem negatiuam pro vlla mutatione in- 
finite parua figurae fluidi, pro qua volumen * inuariatum manct, i. c. pro 
qua $s = fd £7.<Je.cos(4, 5) euanescit, facile perspicietur , figurani su- 
perficiei U in statu aequilibrii talem esse debere, vt in omnibus eius 
punctis elementum varialionis $TV hoc 

dtU*,cos(4, 5). [* + + p)] 
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proportionale sit elemento variationis d s , puta quantitati dU.Se. cos (4, 5), 
siuc quod idem est, vt fiat 

z + act + jp^ — Const 

Manifeslo enim, si haec proportionalitas locum non haberet, valor ipsius 
ff r dccrementi capax foret per idoneam mutationem figurae superficiei U, 
limite P adeo inuariato manentc. Ccterum aequatio illa pro tota super- 
ficie U valet, etiamsi haec e pluribus partibus separatis constet, dum- 
modo fluidum ipsum cohaereat. 

Aequatio ista constituit theorema fundamentale primum in tlieoria 
acquilibrii fluidorum, quod iam ab ill. Laplacc crutum est, sed per metho- 
dum a nostra plane diuersam. 

Si planum, pro quo z quantitati aequationis constanti aequalis cst, 
et quod planum horizontale normale (plan d« nzx^ou) rucare possumus, 
loco cius, a quo coordinatae z numeratae erant, adoptamus, erit 



vnde protinus dcmanant corollaria sequentia. 

I. Si plunum normale superficicm libcram U vllibi secat, in qupuis 
seclionis puncto superficics neccssario concauo - conucxa erit, atque ra- 
dius maximus conucxitatis radio maximo concauitatis acquahs. 

II. Supra planum normale superficies vcl concauo - concaua erit, vel, 
sicubi fucrit concauo - conucxa , curuatura concaua conuexam supcrabit 

III. Infra planum normale superficics vcl crit conucxo-conuexa, vel 
aicubi fucrit concauo-conucxa, curuatura conuexa coucauam supcrabit. 

IV*. Superficics libcra U ncquit habcrc parlcm finitam planam nisi 
horizonlalcm ct cum plano normali coincidentcm. 

t » 29. 
Acquatione quam modo stabiliuimus subsistcnte f variatio valoris 
ipsius fK reducilur ad 



Digitized by Google 



« 



— 44 — 

inr = — /ap.'^.«*(5>8) (*« cos» — «« + 2^0 

vnde inlroducendo auguliiiu y/ talcm vt sit 

, act — 'j gg . £ 

cos .7 = smc sm IA s — * 

aet ct 

habemus 

<J = tt ct/d P . cT* • cos (5» 8) • (cos A — cos i) 
integrationc per totam lineam P extehsa. Memores esse dcbemus, facto- 
rcm cos (5, 8) aequalcm esse ipsi sin (5, 6) , signo positiuo vcl negatiuo 
afleclo, prout fluidum in motu suo virtuali apud elcmentum dP vcl vltra 
limitem P redundare, vcl citra rccedcrc concipitur. Hinc facilc conclu- 
dimus, in statu acquUibrii, gencraliter Ioquendo, vbiquc esse debere IS^ 
Si enim in aliqua parte lineac P essct i .•/, motus virtualis primi ge- 
ncris in hac parte, manente parte rcliqua limilis P inuariata, manifesto 
ipsi fF" Yariationcm negatiuam induceret, et perinde negatiua variatio 
ipsius ff prodiret per moium virtualcm iluidi secundi generis, si in vlla 
parte lineae P esset i £». A: vlraque igitnr suppositio conditioni minhni 
in aequilibrio aduersatur. 

Hoc est Uicorema fundamentalc sccundum, quod etiam inucstigatio- 
nibus ili. Laplacc intcrtcxtum, sed e principio virium molccularium haud 
dcmonstratum vidcmus. * 

30. 

Thcorema art. pracc. modificatione quadam egct in casu singulari, 
quem silentio practcrire non licet. Tacite scilicet supposuimus, super- 
Jicicm vasis iuxta totum limitcm P curuatura contiuua gaudcrc, ita vt in 
quouis huius limitis puncto vmcum planum superliciem vasis tangcns 
exstct. Si continuitas curuaturae in aliquo puucto singulari lineae /' in- 
texrumpitur, siue cuspis ibi adsit, siue acics lincam /' traiiciens, facile 
perspicittur, conclusionera nostram hinc non iniuiulari; scd aliter res se 
habcl, si continuitas curuaturac intcrrupta est in parlc finita lineac P. 
i. e. si superficies vasis per partem finitara lincae P (vel adeo per totam 
hanc lineam) aciem offert Tunc scihcet in quouis talis partis puncto 



bina plana superficiem vasis tangentia adcrunt, quorum alterum referlur 
ad partem liberain auperficiei vasis, alterum ad partem T. Retincndo 
itaque characterem i pro angulp inter planum prius atque planum tan- 
gens superficiem C/, denotandoque per k angulum intcr hoc planum et 
planum posterius, haud amplius crit i + k = 180°, sed roaior minorae, 
prout acies est conucxa vel concaua. Et dum elemen.tum variationis 
pro motu virtuali fluidi vltra limitem P redundantis, etiamnum exprimi- 
tur per 

a a&P . • sin (5, 6) • (cos A — cos i) 
elemeritum illius variationis pro motu virtuali fluidi citra limitem P rece- 
dcntis iam erit 

— aa d P . oe . sin (5» 6) . (cos A -f* °os k) 
Ne igitur valor ipsius jy capax sit variationis ncgatiuae, re^uiritur, vt 
neque valor ipsius cos A — cos i sit negatiuus, neque • valor ipsius cos A 
-f- cos k positiuus t i. e. esse dcbet 

vel i = A t vel t >. A 

atque vel k = 180° — A, vel k > 180° — A 
In statu acquilibrii itaque esse nequit i -f- k 180°, siue, quod idem 
est, in staiu aequilibrii limes superficiei fiuidi liberae V esse nequit y per 
extensionem finitam , in acie concaua superficiei vasis. Contra , quoties 
pars illius limitis coincidit cum acie conucxa, ad aequilibrium requiritur 
et sufficit, vt angulus inter plana iluidum ct ve* tangentia sit inter limites 
A et A a (incl), extra fluidum, siue inter i80° — A et 180° — A + o, 
intra fluidum mensuratus, si angulum in*er duo> plana superficiem vasis 
vtrimque ab acie tangentia in quouis pnncto indefinite per 180° — o de- 
notamus, quatenus hic angulus a plaga vasis mensuratur. 

, . 31. 

Constantes aa, quarum ratio angulum A determinat, a functio- 
nibus /*, F pendent, et quodammodo tamquam mensurae intensi(au> vi- 
rium molecularium , quas particulae fluidi et vasis exercent, considerari 
possunt. Si functiones istae ita comparatae sunt, \tj* t Fx sint in ra- 



tione determinata a distantia x independenle , puta vt n ad N, manifesto 
statuere possumus aa:66 = cn:CN, i. e. constantes aa, 66 erunt pro- 
portionales attractionibus, quas in eadcm distanlia exercent duae mole- 
culae quoad volumen aequales, altera iluidi altera vasis. Jam quum an- 
gulus A fiat acutus, recto aequalis, obtusus, duobus rectis aequalis, prout 
66 < icta, 66=. \aa, 66 ;> iaa sed <* aa, 66 = aa: in sensu 
istius suppositionis (quae si gratuita est, tamen vcrisimilitudini non re— 
pugnat) dicere oportet, casum primum locum habere, quoties attractio 
partium fluidi mutua maior sit quam duplum attractionis partium vasis 
in fluidum; secundum, quoties prior attractio sit- dupluut p\>sterioris j ter- 
titim, quoties prior maior quidem sit posteriori, sed minor eius duplo; 
denique jjuartum, quoties ambae attractiones sint aequales. Exemplum 
casus primi exhibet argentum viuum in vasibus vilreis. 

32. 

At quantus est valor anguli A in casu eo, vbi attractio vasis maior 
est quam attraclio partium fluidi mutua? Valor imaginarius, quem pro 

g 

66 > aa formula sin \A = — angulo A assignat, iam testatur, sup~ 

a 

positionem aliquam in tali casu non admissibilem subcsse. Rcuera quotics 
66 aa, suppositio limitationis superficiei T cum conditione minimi 
respectu functionis W consistere nequit. Vbicunque cnim limitem posuc— 
ris, palet, si vltra hunc limltem cutcm fluidi tenuissimam expausam con- 
cipias, ita vt T capiat augmcntum T\ et proin U augmentum iiuic 
proxime aequale, valorem functionis W assumere mulationem sensibiliter 
aequalem quantitati ncgaliuae — {266 — 2aa) T* \ quinadeo valorem 
ipsius W tamdiu vltcrioris diminutionis capaccm manere, donec T* totam 
superiiciem vasis reliquam occupauerit Valor mutationis — (2 66 — 2 etct) 7* 
eo magis exactus erit, quo minor crassitics accipiatur, et quatenus lan- 
tummodo de Yalore expressionis W agitur, nibil impedit, quominus cras- 
sities vsque ad cuanesccndum diminui concipiatur. Attamen cutis crassitici 
euanescentis (probe distinguendae ab insensibili) nihil esset nisi fictio ma- 



Digitized by Google 



— 47 — 



Ihcmatica, figuraquc spatii * tali ficlioni accommodata reuera non differret 
ab ea, pro qua TV in casu 6 § s a a valorem miuimum acquirit. 

Sed paullo aliler res se habet in problematc nostro pliysico , vbi ta- 
Iis cutis accessoria necessario gaudere. debet certa crassitic, vtut inseu- 
sibili, quo acquiiibrium consisterc possit. Quoties talis pars adest, ex- 
prcssio /f , vti in art. 18 docuimus, incompleta est, et denotata ea parte 
vasis, quam cutis tegit, per 7", huiusque crassitie in quouis puncto indc- 
finite per exprcssioni £1 adhuc adiicicndi erunt termini 

7tccfd'g . d T — itcCf®' S . d T 
adeoque valori ipsius Jf hi 

— r^n" ^2£S , 2a<t N 

Quocirca quum valor ipsius Jf, per acccssionem istius cutis, iam acce- 
perit mutationcm (2 6 6 — 2aa)T t mutatio tota, ei valori ipsius W% qui 
omittendo cutem locum habct, adiicienda, erit 

-</"-■ [«0-8) — 0-8)] 

Hacc mutatio propter 0'o = 00, 0'O = 00, nulla essct pro crassitic 
euanescenlej at quum 0'f, crescente crassitie p, citissimc decrescanf, 
et iam pro valore insensibili ipsius g insensibiles euadant, mulalio ista ci- 
tissime versus valorem — (2 6 6 — 2aa)T conucrget, atque pro statu 
acquilibrii fluidi, ne valor expressionis JV correctac capax sit vlterioris 
diminulionis sensibilis, sensibilitcr eidem aequalis esse debebit. Ceterum 
inucstigatio complcta legis, quam crassities g scqui debet, profundiores 
euolutiones requireret, quibus tamei: hic non immoramur, quum absque 
cognitionc functionum f, a quibus funclioncs 0', 0' pendent, ncc non 
propter rationcs in art. 34 indicandas, niitiis oliosae videri possent 
Ad inuestigationcm partis substantjalis fluidi , i. e. eius, cuius ditncnsiones 
omncs sensibilcs sunt, sufficit, pro cosu nostro , vbi 66 > an, vas in 
vicinia limilis partis substantialis niadefactum concipcre, i. e. cule fluida 
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obduclam, cuius crassitiea iosensibilis quidero sit, attamen tanta, vt 
0'ip negligi possint. Hoo pacto functio, quae in statu aequilibrii minimium 
esse debct, erit 

fzds — 2(££ — tta) (T - aaT + aaU 

vbi T, U ad solam partem substantialem iluidi referri supponuntur. Palet 
itaque, variationcm huius functionis e mutatione virtuali figurae partis 
substantialis fluidi oriundam (qualis mutatio aggregatum T + T* non affi- 
cit) conuenire cum variatione cxpressionis 

fzds — aa T + aaU 
i. e. eiusdem exprcssionis , quae minimum esse dcbet pro casn £g = atu 
Ilinc colHgimus, figuram acquilibrii fluidi in vasff, pro quo €G >> ««» 
conucnirc cum figura acquilibrii eiusdem fluidi in vase, pro quo = aa r 
ea taxicn diflcrentia, vt illa in aequilibrio stricto desinere dcbeat in cu- 
tem cnusitiei insensibilis. Cctcrum ill. Laplacc iam monuit, pro illo casu 
vas cute fluidi insensibilis crassitiei obductum aequipollere vasi tali, cuius 
particulac vim attractiuam in fluidum exerceant vi attractiuac partium 
fluidi mutuae acqualem. 

Sponte binc sequitur modificatio, propositionibus art 18 circa ascen- 
sum fluidorum in tubis capillaribus verticalibus adiicicnda: quoties scilicet 
> aa, in formulis ilkc allatis aa loco ipsius £ £ substituere oporlet. 

33. 

In casu eo, vbi rt(t> madefactio vasis per cutem fluidi in- 

tensibilis crassitiei locum habere nequit, siquidem lex functionum 0', & 
ea est, vt valor functionis 

pro qua breuitatis caussa scribemus Qp, continuo crescat, dum p a valore 
0 vcrsus valorcm sensibilem progreditur: manifcsto enim pro tali funclio- 
nis Qg indole existentia talis cutis conditioni minimi repugnaret. Sponte 
illam indolem aflert hypothesis, de qua in art. 31 loquuti suinus, pot* 
vbi fx, Fx sunt in ratione detcrminata ab * independente, quoniam hinc 
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etiam sequitur ^| = et proin Q e = (aa — ££) — 

At si functiones /, F legem diuersam sequerentur, haud impossibile esset, 

0 ' g 0' o 

vt valore ipsius rapidius decrescente, quam valore ipsius q^j, functio 

Q§ y iulra ambitum valorum insensibilium ipsius p, primo fieret negatiua, 
et postquam attigisset valorem luum rainimum (i. e. extremum negatiuum) 
rursus ascendcret per valorem 0 versus liinitcm suum positiuum act — 
In tali casu aequilibrium vtique poslularet cutem insensibilem , cuius cras- 
sities gencraliter loquendo tanta esse deberet, vt Q e haud sensibiliter 
discrcpet a valore suo minimo. Qui si per — denotatur, eril 

£'6' <j 6€i figura autcra partis substantialis fluidi perinde determinabitur, 
ac si essct in vase, cuius respectu loco quantitatis substitucre oportet 
€'6', i. e. angulus inter planum superficiem fluidi liberam in conliniis par- 

tis substantialis tangens atque parietem vasis erit = 2 arc. sin -7. Sed 

CL 

quum valde dubium sit, an talis casus in rcrum natura exstet, super- 
fluum vidctur, diulius ei immorari. 

34. 

Alienum forct ab instituto nostro praesente, a principiis gencralibus 
hic stabilitis ad phaenomena specialia descendere, praesertim quod illorum 
principioruin csscntia quadrat cura theoria ca, per quam ill. Laplace ae- 
uuali artc et successu permulta phaenomena in aeqtulibrio fluidorum con- 
spicua iam explicauit. Vastus vtique superest campus, largam messem 
nouam pollicens: sed hacc curis futuris rc6eruata maneat. Contra e re 
crit, quasdam annotationes adiicere, quae vel nouam lucem huic argu- 
mento affundcre, vel intcrpretationem erroncam arcere poterunt 

I. Theoria nostra non arrogat sibi determinationem figurae aequilibrii 
mathemalice exactam , sed acquiescit in determinatione figurae talis , a qua 
figura aequilibrii vcra differre riequit quantitate sensibili. Errares, si hoc 
alicui imperfeclioni theoriae tribueres, quae ex asse praeslitit, quantum 

7 . 
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praestare possibile cst, quamdiu lex attractioras molecularis ignoratur. 
In statu aequibbrii funclio £2 exacte maximum esse debet, adeoque functio 

S E c 

minimum; haec autcm , pro indolc attracfionis molecularis, non quidcm 
exacte acqualis est functioni JF *, attamen insensibilitcr tantum ab ea dif- 
fcrt. Figura igitur, pro qua IV iit minimum, non est exacta iigura ac- 
(juilibrii, sed differcnlia csse debct insensibilis, quatcnus quidem quaelibet 
mulatio sensibilis istius figurac valorom sensibiliter maiorem funcliunis fV 
produceret. Manifcsto liiuc non excluditur difierentia scnsibilis in curua- 
tura superficiei, dummodo litnitctur ad partem superficiei insensibilcm : 
quapropter in figura acquilibrii cxacta angulum oonstanlcm supra pcr A 
denotatum haud amplius considcrare licet tamquam inclinationem super- 
iicici fluidi ad parictem vasis in ipso contactu, sed tantummodo in distan- 
tia iinmcnsurabili a vase, siue, vt ill. Laplace recte iam monuit, inclinalio 
i/« Jimitc sphaerae sensibilis attxattionis vasis cum valore ipsius A sensi- 
biJiler coincidcL 

H. Probo dislinguerc oportet figuram acquilibrii a figura quielis. 
Quolies iluidum esl in statu acquilibrii, ccrto in co pcrscucrarc dcbibif. 
Al quoties figura iluidi aliquantum a figura acquilibrii diirert, nihilominus 
accidere potest, >t fluidum vcl in quictc pcrtnancat, vel, si tnoucatur, 
niotum iatn amiltat, antcquam statum aequilibrii attigerit, perinde vt e. g. 
cubus plano horizontali tantum impositus iu aequilibrio versatur, sed 
cliam supra planum incliuatum quiescere potest, frictiono motum impe- 
diyttte. Ita fluidum talcm statura occupans, pro quo /A* habct valorein 
minimum, ccrto quiescet: sed quoties cst in statu ab illo diucrso, puta 
vbi tr diminutionis capax est, cx hoc slatu in slatum aequilibrii eatenus 
tantum transibit , quatcnus frictio non impcdiucril. Hocce autem rcspectu 
duae conditioncs aequilibrii essentialiter diucrsac sunt. Scilicct aequatio 
fundamcntalis prior (art. 28) indcpendens est a mutabilitate limitis P, i. e. 
ad conditioncm minimi tunc quoque necessaria, vbi hic limcs inuariabilis 
supponitur: quapropter, quatenus quidem iluidum perfccta fluiditate gaudet, 
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vt pars vna supra alteram libere gliscere possit, dum vel minima vis mo- 
tum postulat, fluidum necessario illi condiuoni ae accommodabit. Longe 
vero alia est ratio principii secundi (art.29)> ouod essentiabter pendct a 
perfecta limitis P mobilitate in superficie vasis. Conditio minimi in va- 
loro ipsius JV vtique postulat aequationem t = A: si vero, poslquam 
superficies fluidi priori quidem principio se accommodauit , angulus i non- 
dum assequutus est valorcm normalem, ncque. adeo W vulorem ubso- 
lute minimum, transitus in statum aequilibrii perfecti fieri nequit absquc 
translocatione limitis P y siue absque motu fluidi in contactu cum vase, 
quali motui vtique obstare potest frictio. Hinc manifcstum cst, cur in 
experiinentis circa eadem corpora institutis tantas diflerentias in valorc 
auguli i oflendamus. Perinde in casu eo, vbi G§ J> act» fluidum in 
■vase, .cuius parieles iam sunt madefacti, vtique sc componet ad lcgcm 
acquilibrii, secundum quam pro parte substantiali fluidi csse dcbet 
* = 180°: sed in vase, cuius paiieles extra fluidum etiamnum sunt sicci, 
fluidum a statu non aequilibrato proficiscens parietesque vasis siccas inua- 
dens iam ad quietem perucnire potcrit, anlequam angulus i valorem 
180° atligit Ilinc simul elucet ratio, cur phacnomena capillaria lluido- 
rum talium, quae madefactioni non aduersantur, in tubis siccis tantas 
irregularitatcs oftcrant, ascensumque saepissimc longe miuorem, quam in 
tubis iam humectatis, vbi consensum pulcherrimum cum theoria scmper 
aspicimus. 

III. Ratio constantium «, g e phaenoinenis doriuari nequit, quoties 
€ est maior quam «: figura enim ciusdem iluidi in vasibus forma aequa- 
libus maleria diuersis pro isto casu non differt nisi respectu cutis im- 
mensurabiJis vas madefacientis. Quolies autcm g minor est quam ct, de- 
tcrminatio rafionis inter has conslai.tcs possibilis quidcm cst adiumenlo • 
anguii /, sod propter rationes modo allatas magnam praccisioncm vix 
feret p ro mercurio in vasibus vitreis ill. Laplacc staluit augulura 
* = 43° 12'. 

Longe maioris praecisionis capax cst determinatio constantis a, prae- 
sertim si vasibus inatlcfactioncm admittcntibus vti licct. Pro aqua sub tcm- 
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peratura 8, 5 graduum thcrmometri centesimalis «latuere oportet secun- 
dum experimcnta ab ill. Laplace citata *) 
aa = 7)5675 millitn. quadr., siue 
a — 2.7509 millim. 
Pro spiritu vini, cuius pondus speciflcum r= 0,81 96l » *ub eadem tem- 
pcratura 

aa = 3,0441 millim. quadr., siue 
a — 1,7447 mUlim. 
Pro oleo tcrebinthino sub tcmperatura 8 graduum 
act — 3,305 millim. quadr., «iue 
a — 1,818 millim. 
Pro mcrcurio, sub temperatura 10 graduum, statuere licet, donec expe- 
rimenta noua maiorem praecisionem suppeditauerint, 
aa ~ 3,25 millim. quadr., siue 
a = 1,803 millim. 

Ccterum vcrisimile est, tcmpcraturam eatenus tantum valorem constantis 
aa afliccrc, quatenus densitas inde pendet, cui itaque in hac hypothesi 
valor ipsius tta proporlionalis erit. 

Valores isti conclusi sunt ex asccnsione vel depressione fluidorum 
in tubis capillaribus : attamcn valde diflicile est, horum diamctros exacte 
meusurare, difficilius, de forma circulari sectionis transuersalis ccrtitucli- 
nem acquirere. Longc maiorem praecisionem pollicentur expcrimenta 
circa diametros et volumina magnarum guttarum mcrcurii tabulae hori- 
zontali vcl curuaturac perparuae notae insidcntium, qualia iam instituc- 
runt physici Scgner el Cay-Lussac: nec non, pro liquitlit vasa vitrea 
madefacienlibus, experimenta circa dimcnsioncs bullarum magnarum aeris 
' in vasibus supcrne operculo madefacto plano horizontali vel parum et 



•) Obseruare conuenit, quantilatem ab ill. Laplace per 71 denolatam conaenire 
cum nostro jtc^O, adeoque a apud illum auclorem idem denolare, quod 

in signis noslris est —~— siue — — . 
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sccundum raclium notuin curuato clausis, ad quae instituenda physicos 
inuitamus. 

IV. Ne limites huic commcntationi praescriplos excederemus , ap- 
plicationera principiorum nostrorum generalium hocce quidcm loco ad 
casum simplicissimum rcstringere oportuit, vbi liquidum vnicum in vase 
firrao consideratur. Nihil vero obstat, quominus theoriae summa gene- 
ralitas concilietur, ita vt etiam problema plurium liquidorum in eodera 
vase, nec non casura eum amplcctatur, vbi insuper corpora rigida, vel 
oranino vel ex parte libera, fluido immersa sunt. Scd hanun quaestio- 
num vberiorem expositionem ad aliam occasionem nobis reseruare dc- 
bemus. 
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